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1 Intro duction

Une variete riemannienneX estdite symetrique sila symetrie certrale dans
les coordonnees geadesiques autour d'un point quelconque de X
s'etendenuneisometrie globalede X . L'imp ortance de cette notion degage
par Cartan provient du fait 1) qu'un espacesymetrique (et donc une
geonetrie de Klein) est naturellement asscie(e) a chaque groupe
de Lie reductif reel connexe G (et notamment a tous les groupes clas-
siques GL (n; R), O(p;q), U(p;q), :::) : l'espaceX = G=ZK, ou K est
un sous-groupe compact maximal de G et Z le certre de G; et 2) que
reciproquemert le groupe desisometries d'un espacesymetrique est tou-
jours un groupe de Lie reductif. En dehorsde ce bel exemplede pont erntre
la geometrie (riemannienne) et l'algebre, la notion de variete symetrique
englobe toute une serie de geometries de Klein dont elle permet un trai-
tement uniforme. Parmi ces geometries citons la geometrie hyperbolique
(matrice de toutes ces geonetries) assaiee au groupe O(n; 1) (n 2),
sa genreralisation complexe, la geometrie hyperbolique complexe, assciee
au groupe U(n; 1) (n 1), mais aussi, 'espace des formes quadratiques
de nies positives de determinant 1 assa@ie au groupe GL(n;R) (n  2).
La majeure partie du texte sera consacee aux espacessymetriques as-
socies aux groupes unitaires U(p;qg) et orthogonaux O(p;qg). Mais avant
cela, commerconspar placer cette etude dans son contexte historique.

Etant donne un espacesymetrique X, Cli ord et Klein posert la question
de I'existence d'espacescompacts(ou de volumes nis) localemen modeles
sur cette geometrie (maniere de mesurerl\utilit e" de celle-ci) : lesvarietes
localementsymetriques Commesouwent faceala demandede constructions
explicites, le geometre a recoursa l'arithm etique. Les premiers exemplesde
varieteslocalemen symetriquessornt desvarietesarithmetiques c'est-a-dire
quotients de X par un groupe arithm etique

La notion de groupe arithm etique a pour origine I'etude d'une famille
speciale d'equations diophantiennes, a savoir la recherche d'une matrice
M 2M, n(Z) (n;m 1)veriant une equation du type:

'MSM = T; (1.1)

ou S (resp. T) estune matrice symetrique a coe cien ts ertiers de taille n
(resp.m). Lorsqu'une telle solution existeon dit de T qu'elle estrepresente
par S. A titre d'exemple consideronsle casn= 2, m = 1,

_ ab - _ _
S= [ . T etM=

L'equation (1.1) deviert alors
ax?+ 2bxy+ cy? = t
dont descasspeciaux comme

x?+y?>=t oux? Dy’=1
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sort attaches aux noms de Fermat et Pell. La theorie complete de la
premiere de ces equations est due a Lagrange. Celle de la deuxieme est
quant a elle probablemert deja connu d'Archimede (cf. le probleme des
boeufs), au moins partiellement du mathematicien indien Brahmagupta
(VI lemesiecle) et entout cascompletemert d'un autre grand mathemati-
cien indien (Bhaskara, XIleme siecle) : il existe une in nit e de solutions
(x;y) 2 Z? al'equation dite \de Pell"

p—
x> Dy?=1 aecD2N; D 2N:

C'est a Fermat (qui ne pouvait connaitre les solutions de sespredecesseurs)
que les mathematiquesoccidertales modernesdoivent la resolution de I'e-
quation de Pell. Remarquonsque cetheoremeest non trivial : la plus petite
solution ertiere non triviale de I'equation x®> 94y? = 1 est

(2143295221064)!

Dans sesDisquisitiones Arithmeticae, Gaussintro duit une methode pour
reduire|'etude del'equation gererale(1.1) lorsqueS estde nie (positive):
le groupe SL(n; Z) agit sur I'espace X des matrices n n, symetriques,
de nies positives et de determinant 1 par (A;S) 7! AS'A, et deux ma-
trices dans X qui appartiennent a une méme orbite du groupe SL(n; Z)
represenent lesmémesmatrices. Gaussproposedoncde reduire le probleme
a |'etude des matrices S 2 X appartenant a un ensenble fondamertal
D X pour l'action de = SL(n;Z) sur X, i.e. un ouvert D X dont
I'ensenble destranslatessous forme un recouvremern localemen ni de
X . Remarquonsque cette reduction est possiblecar le groupe agit pro-
premert sur X, en particulier une matrice T etant x ee,il n'existe qu'un
nombre ni defaconsde represerter T par S.

Gaussconsidere plus particuli eremert le casn = 2 et m = 1, desformes
quadratiques en deux variables, et montre qu'alors X est isomorphe au
demi-plan

H?=fz2 C : Imz> Og;

que le groupe SL(2;Z) agit par homographiessur H? et que I'ensenble
D=1fz2H? : jzj 1etjRe(z)] 1=2g estun domaine fondamertal
pour cette action. Gauss appelle reduites les formes correspondant aux
z2D.

Plus gereralemen, lorsque n 2, l'espace X s'identie au quotient
SL(n; R)=SO(n) ou l'on assaie a une matrice A 2 SL(n; R) la matrice
symetrique S = A'A de forme quadratique ass@ieeQ. Et toute forme qua-
dratique Q de nie positive en n variables s'ecrit de maniere unique sousla
forme :

Q(X) = t1(X1+ UipXp + U1sX3 + il + UinXp)?
+1p(X2 + UxgX3 + 111+ UpnXp)?
+ 1
+1,X2;

(1.2)
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K AN du groupe SL(n; R).) Et Hermite montre que, quitte a translater la
matrice S de Q par une matrice A 2 SL(n; Z), on peut supposerque

jujj 1=2quandl i<j <N

et

ti gtiﬂ quandl i N 1

Le sous-enserle S de X de ni par cesinegalitesest appele sous-ensemble
de Siegel L'etude de I'equation (1.1) est donc reduite aux casdesmatrices
S 2 S, restebien sOr a etudier cesequations, mais c'est une autre histoire.

Remarquonsplut®dt que le groupe SL(n; Z) n'agit plus propremert sur
I'espace des formes quadratiques inde nies. L'espace des formes quadra-
tigues non degenereesde signature (p;q) et de determinant 1 s'identie
maintenant au quotient SL(n; R)=SO(p;qg) (n = p+ @), ou I'on asscie a
une matrice A 2 SL(n; R) la matrice symetrique ! S = Al ,.4'A de forme
quadratique assaiee Q. La theorie de la reduction de Gauss ne s'etend
donc pasimmediatemert a cesformes quadratiques.

Neanmoins, par un ingenieux artice, Hermite deweloppe une theorie
analogue qui s'applique aux formes inde nies. En termes modernes,
l'artice d'Hermite consistea remplacer I'etude de I'action (a gaude) de
SL(n;Z) sur SL(n; R)=SO(p;q) par l'action (a droite) de SO(p;q) sur
SL(n; Z)nSL(n; R). A une forme quadratique Q de matrice S = Al p4'A,
Hermite assaie l'orbite de A sous l'action a droite de SO(p;q) dans
SL(n; R) :

A SO(p;d) = (ASO(p;g)A *) A =SO(Q) A;

qui concide avecl'orbite de A sousl'action a gauce du groupe special or-
thogonale SO(Q) de la forme quadratique Q. Cette orbite seprojette dans
I'espaceX = SL(n;R)=SO(n) des formes quadratiques de nies positives
en un sous-espacétotalement geadesique):

Xq = SO(Q)=(SO(Q)\ ASO(n)A )

isometrique a l'espace symetrique assaie au groupe orthogonal O(p;q).
Hermite appelle alors reduite la forme quadratique inde nie Q si l'une
des formes (de nies positives) de la famille Xqo X est reduite au sens
de Gauss, autrement dit si I'orbite (a droite) de SO(p;qg) dans SL(n; R),
asseieea Q, rencortre S SO(n).

INous notons |4 la matrice
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Hermite motive immediatemert cette de nition en demortrant que I'en-
senble desformesquadratiquesnon degenerees,de signature (p; q), erti eres,
de determinant 1 et reduites est ni. Il en deduit que si Q est une forme
quadratique ertiereinde nie et a plus de 3 variables, le groupe

SO(Q; Z) := SO(Q)\ SL(n;Z)

est inni. Autrement dit, I'equation (1.1) avec m = n 3etS =T
inde nie, admet unein nit e de solutions.

Peu apres, Poincare donne une nouvelle ampleur a ce sujet en ouvrant
la voie a une etude geonmetrique des groupes arithmetiques SO(Q;Z) =
SO(Q)\ SL(n; Z), ou Q estdorenavant une forme quadratique non degene-
ree,designature (p;q) erti ere,dedeterminant 1. Poincareretient du resultat
d'Hermite qu'il impliqgue que la projection SO(Q;Z)nXq de Xg dans
SL(n; Z)nX est fermee : le sous-ensemle de Siegel S X estun en-
senble fondamertal pour l'action du groupe SL(n; Z) sur X, l'espacedes
formes quadratiques de nies positives. Un elemert de SL(n; Z) ervoie le
sous-espaceX g de X sur le sous-espaceX go assaie a une forme quadra-
tique QO toujours ertiere. Puisque, d'apres le theoreme d'Hermite, I'en-
senble desformes quadratiques enti eresreduites de determinant 1 est ni,
il 'y aqu'un nombre ni detranslatesde X q par SL(n; Z) qui intersectert
S X. En particulier, l'image SO(Q; Z)nX o de Xq dansSL(n; Z)nX est
fermee et on obtient un ensenble fondamertal pour l'action de SO(Q; Z)
sur Xq enformant une reunion ( nie) d'intersectionsde X g avecun trans-
late de S par un elemert de SL(n; Z). Il n'est alors pasdicile de verier
quelorsquen 3 (autrement dit, dim(Xq) 2), le quotient SO(Q; Z)nX g
est de volume ni et qu'en gereral (n  2) ce quotient est compact si et
seulemen si la forme quadratique Q ne represeite pasO sur Z.

Dans le castresparticulier de I'equation de Pell, Q = x> Dy?, I'espace
Xgo = R et le quotient SO(Q;Z)nXq estun cercle. Le groupe SO(Q; Z)
dessolutions a I'equation de Pell est alors necessairemetnin ni.

Le changemen de point de vue inaugure par Poincare permettra in ne
derepondreala questionde Cliord et Klein, ellelui fournit dejala matiere
pour construire sespremiers exemplesde groupesfuchsiens(cf. [17]). A la
suite de Poincare et plut®dt que de s'interesserau cardinal in ni ou non de
SO(Q; Z), il est maintenant naturel de tenter de comprendre la forme et
la geomretrie des quotients arithm etiques SO(Q; Z)nX . De tels quotients
englobent les symetries des equations du type (1.1) et l'oeuvre de Siegel
nous enseigneque leur topologie et leur spectre forment enretour la clef de
I'etude de I'equation generale (1.1). Nous n'aborderons pas cette derniere
question, le but de ce memoire est de survoler les resultats connus concer-
nant la cohomologieet le spectre des varietes localemen symetriques (et
donc en particulier de cellesd'entre ellesqui sort arithm etiques).

Dans la suite de cette introduction nous faisons quelquesrappels gene-
raux : de nition des varietes arithm etiques, formule de Matsushima et
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representations conomologiques,qui nous permettront de rentrer directe-
ment dansle vif du sujet.

1.1 Varietes arithm etiques et non arithm etiques

Soit G un groupe algebrique reductif et connexesur Q. Les adelesA de
Q forment un anneaulocalemen compact, danslequel Q se plonge diago-
nalement commeun sous-anneau.On peut consicerer le groupe G(A) des
points adeliquesde G, qui cortient G(Q) commesous-grouge discret. Nous
supposeronstoujours que le certre de G est compact sur R.

Un sous-goupe de congruene de G(Q) est un sous-grouge de la forme

= G(Q)\ K¢, ou Ky G(Af) est un sous-groupe compact ouvert du
groupe G(A;) despoints adeliques nis de G. 2

Soit Xg = G(R)=K; l'espacesymetrique assaie au groupe G, ou K
G(R) estun sous-groupe compactmaximal. Nousnoteronsdg sadimension.
D'apresun theoremede Borel et Harish-Chandra [25], le quotient nX g de
I'espacesymetrique X g par un sous-grouge de congruence G(Q) estde
volume ni. C'est unevariete localement modeleesur X g desque le groupe

est sanstorsion, ce que l'on peut toujours supposerquitte a passera un
sous-grouge d'indice ni dans . Nousappelleronsvariete de congruen@ un
tel quotient nXg. Toujours d'apresBorel et Harish-Chandra, celui-ci est
compact si et seulemen si le groupe G est anisotrope sur Q. Par de nition
une variete arithm etique est une variete localemen symetrique qui possde
un revetemert riemannien ni isometrique a un reveétemen riemannien ni
d'une variete de congruence.

Lesquotients SL(n; Z)nX et SO(Q; Z)nX o considceresci-dessussort des
exemplesde varietesarithm etiques (de congruences) e theoremede Borel
et Harish-Chandra est une generalisation de la demonstration esquisgeci-
dessusdu fait que SO(Q; Z)nX o estde volume ni (lorsque Q a plus de 3
variables). La construction de cesvarietes arithm etiques a permis a Borel
[23] de repondre positivemert a la question de Cliord et Klein : etant
donne un espacesymetrique X, il existe toujours une variete riemannienne
compacte localemen modelee sur X . Deux questions naturelles se posert
alors: 1) unetelle variete est-ellenecessairemenarithm etique ? et 2) si elle
est arithm etique, est-elle necessairemende congruence?

La reponsea la premiere question est bien s0r negative en general (il
existe un espacede modules des surfaceshyperboliques compactes). Mais
Margulis puis Gromov et Schoen ont demortr e qu'une variete localemen
symetrique irr eductible de volume ni qui n'est ni hyperbolique (reelle) ni
hyperbolique complexeest arithm etique.

En ce qui concerneles varietes hyperboliques reelles,c'est-a-dire locale-
ment modeleessur H" |'espace symetrique ass@ie au groupe SO(n; 1),

2Lorsque G est de ni sur Z, on peut preferer considerer les sous-groupes de G(Z)
qui contiennent un sous-groupe de la forme ker(G(Z) ! G(Z=NZ)) pour un certain
entier N 1.
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il est bien connu qu'il existe des varietes non arithm etiques en dimen-
sion 2 (espacede Teichmeller), en dimension 3 (travaux de Thurston).
Mais il est plus delicat de construire de telles varietesen toute dimension.
Mise a part quelquesexemples,dus a Vinberg, de groupes de Coxeter non
arithm etiques, la seuleconstruction generale de varieteshyperboliquesnon
arithm etiques est due a Gromov et Piatetski-Shapiro [55]. Nous la rappe-
lons brievemert au x2.1.

Le cas des varietes hyperboliques complexes, c'est-a-dire celui des
varieteslocalemen modeleessur HZ, I'espacesymetrique assaie au groupe
SU(n; 1), est plus mysterieux. On ne sait alors construire desvarietesnon
arithm etiques qu'en dimension (complexe) n = 2 ou n = 3. Les autres di-
mensionsrestert completemen ouvertes. Nous n‘aurons rien de plus a dire
sur les varietes hyperboliques complexesnon arithm etiques.

La majeure partie du texte sera consacee aux varietes arithm etiques.
Tentons brievemert de motiver cette restriction : pour le geometre I'arith-
metique a cecide fascinart qu'elle fournit un moyen de construire deses-
paces, ainsi les varietes arithmetiques fournisseri-elles de nombreux
exemplesde varietes a courbure negative (ou nulle) 3. Ces constructions
sont d'autant plus importantes, que toutes lesvarietesa courbure negative
dedimension 4 connuesproviennen essetiellement de cesconstructions
arithm etiquesa partir de chirurgie, modi cation dela metrique, :::. Il nous
senble donc naturel de s'attarder sur les varietesarithm etiques.

Venonsen maintenant a la deuxieme question ci-dessus,connue sousle
nom de \Probl eme des sous-groupes de congruence". La reponsea cette
guestion bien qu'avancee n'est pas encore connue en generale, nous ren-
voyons au livre de Platonov et Rapinchuk [94] pour plus de details. Nous
ne parlerons que tr esbrievemert de ce problemedans le texte.

Cetexte est essetiellement consace a I' etude desgroupesde cohomolo-
gieH ( nX) (a coe cien ts constarts complexes)des varietes localemen
symetriques ainsi qu'au spectre du laplacien sur celles-ci. Dans ce sur-
vol nous ne considerons que le cas (le plus riche) des quotients d'espaces
symetriques simplemert connexesde courbure negative et sansfacteurs eu-
clidiens. Nous insistons principalement sur le cas des quotients compacts.
Un grand nombre d'aspects interessais de la cohomologiedesvarietes|o-
calemen symetrigues n'y sort en particulier pas mentionnes (liens entre
series d'Einsenstein et cohomologie au bord, questions de rationalit e et
applications arithm etiques, :::). Enn notons que ce texte est essetielle-
mert la reproduction de mon memoired'habilitation (Univ ersite Paris-Sud,
decenbre 2005) la presenation desresultats est donc fortement desquili-
breepuisquej'y insiste sur mes propres resultats.

Du fait de 'nomogeneite des espacessymetriques, les questions de co-
homologie et de spectre des varietes localemen symetriques, s'enoncen

3Un autre exemple frappant est la construction de graphes expanseurs, reliee a la
partie spectrale du memoire.
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naturellement en termes de theorie des represertations. L'objet des deux
sectionssuivantes est d'introduire ce langageet de poserles questionsqui
motivert la plupart desresultats de ce survols.

1.2 Formule de Matsushima

Fixons X un espacesymetrique simplemen connexe,de courbure negative
et sansfacteurs euclidiens. Soit G un groupe de Lie reductif reel qui agit
transitivemen sur X par isometries. Nous supposonsque l'application de
G vers la composarte connexede l'identit e du groupe des isometries de
X a une bre compacte. Dans la suite nous supposonsque la metrique
riemannienne de X est identique a celle induite par la forme de Killing
de G. Nous notons K le groupe d'isotropie dans G d'un point x e p de
X . Puisque X est de courbure negative, le groupe G a un certre compact
et nous supposeronsqu'il n'‘a aucun facteur (simple) compact. Notons go
l'algebrede Lie deG et go = ky po la decomposition assaiee au choix de
K. Sily estune algebrede Lie, nousnoterons| = |, C sacomplexi cation.

Soit  un sous-groupe discret (sanstorsion) de G tel que S() = nX
soit compacte. Soit EK(S()) l'espacedesformesdi erertielles de degre k
surS(). Puisquele br ecotangent T S() estisomorpheau bre nG

p ! nG=K = S(), quiestassaie au K-br e principal K ! nG!
nG=K et a la represeration de K dansp ,ona:
AN N

EX(S()) ' (C* ( nG) “p)" Homq ( “piC* ( nG): (1.3)

Notons le laplacien de Hodge-de Rham sur la variete riemannienne
(localemen symetrique) S() (ou la metrique est deduite de la forme de
Killing sur gg). L'espacedesformesharmoniquesde degre k est donne par

HX(S()) =f! 2ES()) : ! =0g
La theorie de Hodge fournit un isomorphismenaturel

H (S()) " H (S()) :

Rappelonsqu'un (g; K )-module est un espacevectoriel complexeV muni
de represettations de g et K, soumisesaux trois conditions suivantes.

1. L'action de K sur V est localement nie , i.e. tout vecteurv 2 V
appartient a un sous-espac«& -invariant V;  V de dimension nie,
et la represenation de K dansV; estlisse.

2. La di erentielle de l'action de K (qui est bien de nie d'apres1.) est
egalea la restriction a k de 'action de g.

3.SiX2¢g k2K etv2V,alorsk (X v)= (Ad(k)X) (k v).

Si( ;H ) estunerepresettation cortinue de G dansun espacede Hilb ert,

I'espace des vecteurs lisseset K-nis de est un (g;K)-module appele
module de Harish-Chandra de
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Soit maintenant ( ;V ) un (g; K)-module irr eductible. A l'aide de (1.3)
on de nit naturellement une application lineaire

v
Homg ( p; ) Homgk ( ;C* ( nG)) !

T 7!

FOOE (14

Soit @ I'ensenble desclassedd'equivalencedes(g; K )-modulesirr educti-
bles qui sort unitarisables. Rappelons qu'Harish-Chandra a demortr e que
& sidentie naturellemert au dual unitaire de la composarte connexede
l'identit e Gg de G (le senstrivial consistea considerer le module d'Harish-
Chandra de chaquerepresenation unitaire irr eductible de Gg). D'un autre
cote, un resultat d0 a Gel'fand et Piatetski-Shapiro [53] arme que la
represernation reguliere droite dans L?( nGy) admet une decomposition
en sommedirecte de Hilb ert discrete

X X
L%( nGo)' Homg( ;L%( nGo)) = n();

ou parcourt cette fois le dual unitaire de Gg et la multiplicit e
n ():= dimcHomg( ;L?( nGg)) < 1 :

On voit ainsi sedessinerune correspondanceenre certainesrepresena-
tions de G et I'espacedesformesdi erertielles -proprespour le laplacien.
Avant de donner un enonce precis, rappelons que I'operateur de Casimir
est X

= YS:yg
1 s n
ou (ys) estune basede g et (y9) la baseduale de g par rapport a saforme
de Killing.

La (tr es) legere modi cation du theoreme de Matsushima [86] qui suit

est demortr eedans [16].

Th eoreme 1.1. Soit EX I'espace desk-formes di erentielles sur S() qui
sont -propres pour le laplacien . Alors :
N

X
dim(E¥) = n ()dim(Homg ( p; ));
20
() =

la sommeetant nie.

Le Theoreme 1.1 s'applique en particulier au calcul de la dimension de
E& = HK(S()) et implique que limage

Image(T ) H (S()) * H (S()) (1.5)
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si et seulemen si () = 0. On dit dans ce cas que le sous-espacale
H (S()) correspondart alimagedeT estla -composantg on note celle-
ciH ( :). Autrement dit,

HX( ) = Image(T )\ H¥(S()) (k2 N); (1.6)
via l'isomorphisme (1.5). On a alors

H(C:) " n()H (@K ); 1.7
M
H(S() = H(:): (1.8)

Ici H (g;K; ) designela (g; K )-cohomolaie de , c'est-a-dire la cohomo-

logie du complexe
N

C (gK; )=Homg( p )

muni de la di erertielle de nie pour! 2 CP(g;K; ) par la formule :

X .
dl (Xo;:::; Xp) = ( D'Xi P (Xo; i Risiin Xp):
i=0

1.3 Representations cohomologiques

Une represenation 2 & dont la (g; K')-cohomologieest non triviale est
dite cohomolayique D'apresParthasarathy [93], Kumaresan[72] et Vogan-
Zuckerman [116, lesrepresenations cohomologiquespeuvent &tre decrites
comme suit. Notons to = Lie(T) une sous-algbre de Cartan de ky. On
consicere les sous-algbresparaboliques -stableq g:q=1 u[116, ou
| estle certralisateur d'un elemernt X 2 itg et u estle sous-espacengende
par lesracinespositivesde X dansg. Alors g eststable sous ; on endeduit
une decomposition u= (u\ K (u\ p). Soit R = dim(u\ p).

Assceie a g, setrouve un (g; K )-module irr eductible bien de ni Ag que
nouscaracterisonsmaintenant. Supposonse ectu e un choix deracinesposi-
tives pout (k t) de facon compatible avec u. Soit e(q) un generateur de
la droite R(u\ p). Alors e(q) est le vecteur de plys haut poids d'une
represenation irreductible V(q) de K cortenue dans R p; et dont le plus
haut poids est donc necessairemen2 (u\ p). La classed'equivalencedu
(9;K')-module Aq estalors uniquemert caracteriseepar les deux proprietes
suivantes.

Aq estunitarisable avec le méme caractere in nit esimal quela

representation triviale (1.9)

Homy (V(0); Aq) 6 O: (1.10)
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Remarquonsque la classedu module Ay ne depend que de l'intersection
u\ p, autrement dit deux sous-algbres paraboliquesq =1 uet =
1 Wveriant u\ p= u®\ pdonnert lieu a une méme classede module
cohomologique. Vv

De plus, V() intervient avec multiplicit e 1 dans A et R(p), et

AN

H'(gK;Aq) = Homuyvk (1 R(IN p); C): (1.11)

Ici L estun sous-groupe de K d'algebre de Lie I.

Si  estun sous-groug discret (et sanstorsion) de G, la Ay-composarte
HR(Aq : ) de HR(S()) est dite fortement primitive. Nous notons
Hpime (S()) la partie fortement primitiv e de la cohomologie.

Remarquonsque la represenation triviale 1g du groupe G est (I'unique
represemation) cohomologiquede degre (fortement primitif ) 0. Elle inter-
vient toujours avecmultiplicit en (1g) = 1 dansla represenation reguliere
droite L?( nG). La formule de Matsushima (1.7)+(1.8) et le calcul (1.11)
impliquent alors l'injection :

N

H (Bs) = Homc ( p;C) ) H (S()) ; (1.12)

ou ¥g designele dual compact de X . Cette injection, due a Hirzebruch,
force deja un certain nombre de restrictions cohomologiquessur la to-
pologie des varietes localemert symetriques compactes. D'autres restric-
tions decoulert de la classi cation desrepresetiations cohomologiques des
conditions d'annulation. Il esten e et immediat que si X estirreductible,

H'(S()) = 0; pourtout 0< i< rg; (1.13)

ou rg estlinm um desdim(u\ p) sur toutes les sous-algbresparaboliques

-stable g = | + u de g. On peut trouver une table desvaleurs possiblesde
rc dans[116 Table 8.2]. Retenonssimplemen quers esttoujours inferieur
au rang reelde G.

Toutes ces restrictions cohomologiquessort des restrictions locales le
groupe n'intervient pasreellemen, seuleintervient l'algebre lineaire du
groupe G. Comme nous venonsde le rappeler, celle-ci est bien comprise.
On peut alors se poserdes questionsglobales:

Question 1.1. Soient un sous-goupe discret cocompact de G et 2 ]
une representation cohnomolajique. Existe-t-il un sous-goupe d'indice ni
Ode telquen o )6 0°?

Ou plus faiblemert :

Question 1.2. Soit 2 8 une representation conomolgique. Existe-t-il
un sous-goupe discret et cocompact de G tel quen ( )6 0?
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L'objectif (pour l'instant hors de portee) est de comprendrela topologie
d'une variete localemen symetrique donneeS() et doncde determiner les
represemations cohomologiques 2 8 telles quen ( )6 0.

Un casparticulier important de la Question 1.1 est la celebre conjecture
suivante generalemern attribu eea Thurston.

Conjecture 1.1. Soit M une variete hyperbolique compacte. Alors M pos-
sedeun revetement ni dont le premier nombre de Betti estnon nul.

Cette conjecture estencorelargemert ouverte, cequi estparticuli eremen
frustrant en dimension 3. En admettant la conjecture de geometrisation
demortr ee, c'est sGremert le trou le plus beart dans notre comprehension
de la topologie des varietes de dimension 3 compacte. Celle-ci implique
en particulier la Conjecture de Waldhausenselonlaquelle toute variete de
dimension 3 compacteirr eductible admet un revetemert ni Haken, c'est-
a-dire contenant une surfaceplongeeincompressible( ;-injective). Remar-
quons gu'inversemem on ne sait méme pas demortrer qu'une variete hy-
perbolique compacte Haken veri e la Conjecture 1.1.

Nous pouvons maintenant commencer le survol des resultats conrnus
concernar la cohomologiedes varietes localemen symetriques et notam-
ment les Questions1.1 et 1.2. Nous commerconspar le casdesespacesy-
perboliquesreelset complexes.Ceux-ciont ene et descaracteristiquespar-
ticuli eres(comme I'existence de varietes non arithm etiques) qui lesisolent
du reste desespacesymetriques et jouernt par ailleurs un rple certral dans
cesquestions.Remarquonsen n gu'il n'‘est en general pas necessairale se
restreindre a etudier la cohomologiea coe cien ts constarts ou les varietes
compactes.Le cas des coe cien ts tordus ne presene essetiellement au-
cunedicult e nouvelle, nous n'en discuteronsque tr esbrievemert dansla
suite du texte. Le casdesvarieteslocalemen symetriques non compactes
de volumes nis est par cortre tresinteressan et presene des problemes
profonds nouveaux. Nous aborderons quelquesuns de ceux-cia la n du
memoire.

2 Cohomologie des varietes hyperboliques
Dans cette section X = H" ou HZ est un espacehyperbolique reel ou

complexe.Le groupe G estdonc du type O(n; 1) ou U(n; 1). Explicitons la
classi cation desrepresettations cohomologiquesde cesgroupes.

Le casG = O(2n;1). L'ensenble desclassesi'equivalencesderepresena-
tions cohomologiquesde G est alors

fo=1c; 13005 n 10l f 15 0 G
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oupourj=0;:::;n 1, larepresetation j verie

C sik=j;2n j;

Kfy - ) =
HYGK: D= 5 sinom (k2 N)
et "
C sik=n;
HYGK: )= 5 non | (K2 N):

Si  est un sous-groupe discret cocompact de G et j un ertier compris
ertre Oetn 1, lesnombres de Betti

B(S() =ban j(S()) =n ()
Et pourj = n,
b(SO) =n ()+n (4

Le cas G = O(2n+1;1). L'ensenbledesclassed'equivalencesderepresen-
tations cohomologiquesde G est alors

ou pour j = 0;:::;n, la represenation ; verie

C sik=j;2n+1 j;

K¢~ o) —
HY G K: )= 0 sinon;

(k 2 N):

Si estun sous-groupe discret cocompact de G et j un ertier compris
ertre 0 et n, lesnombres de Betti

B(S()) = lenaa j(SO)) =n ()

Le cas G = U(n;1). L'ensenble desclassesd equivalencesde represen-
tations cohomologiquesde G est alors

fig j2Ni+) ng;
oupouri;j2N,i+j n,larepresetation ; verie
Kiew. . C sik=i+j+200 | n i j) .
HYG@K: 5)= 5 ginon (k2 N):

Si est un sous-grouge discret cocompact de G, la variete S() est
kaehlerienne. La dimension de I'espacedes formes harmoniques primitiv es
de bidegre (i;j), aveci;j 2 N,i+j n,estegalean ( ij)=n ( j;). Si
i;j 2N,i+j n,alorslesnombresde Hodge

hij (S()) = hii(S()) =hn in j(SO) = hy i i((S())
migg i )
= n (i 1

1=0
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Enn, sipestun ertier compris entre 0 et 2n, les nombres de Betti

B (S()) bgg p(S())
hij (S())
i+j=p
2 x
= n (i)

1=0 i+] p 2

2.1 Un bref survol de la litt erature

Les premieres reponses partielles aux Questions 1.1 et 1.2 ont d'abord
concerre les varietes hyperboliquesreelleset donc le groupe G = O(n; 1).
Sin = 2, les sous-grouges discrets cocompactsde G sort desgroupesfon-
damertaux de surfacesde genre 2, donc de premier nombre de Betti
nonnul. Pour 3 n 5, lespremiers exemplesde S() avecun premier
nombre de Betti non nul ont ete donnespar Vinberg (cf. [1]). Au milieu des
annees70, Millson [88] et Thurston (non publie) ont construit pour tout
n 2 desvarieteshyperboliquescompactesarithm etiquesS() de premier
nombre de Betti non nul.

Esquissonda construction de cesvarietesarithm etiques. Soit K un corps
de nombre totalement reelde degre m sur Q et soiert 1 = id; 2;:::; m
lesdi ererts plongemeris de K dansR. Soit

..... . — 2 2 2
(X1 XnsXp+1 ) = @XT+ it anX;  @n+1 Xha

une forme quadratique diagonale avec chaque a; 2 K. Supposonsque 1q
a pour signature (n; 1) et que g estde nie positive pouri = 2;3;:::;m.
Le groupe G obtenu a partir du groupe orthogonal O(q) par restriction des
scalairesde K a Q est un groupe reductif algebrique sur Q dont I'ensenble
des points reels est isomorphe au produit O(n;1) O(n + 1)™ 1. Soit
un sous-grouge de congruencesanstorsion dans G. Le groupe agit
alors librement sur I'espacehyperbolique H" (I'espace symetrique assaie
au groupe G) et le quotient nH" est une variete hyperbolique de volu-
me ni. Celle-ci est compacte sauf si K = Q et q represerte 0 sur Q.
Nous dirons d'une variete hyperbolique qu'elle est arithmetique standard
si et seulemen si elle admet un revetemen (riemannien) ni qui est un
revetemert ni d'une variete nH" comme ci-dessus.Nous pouvons alors
enoncerplus precisemmen le theoremede Millson (et Thurston).

Th eoreme 2.1. Toute variete hyperbolique arithm etique standard admet
un revetement ni dont le premier nombre de Betti est non nul.

L'argument principal de la demonstration de ce Theoreme est geonetri-
que, il reposede maniere essetielle sur I'existence d'hypersurfacestotale-
ment geodesiques.Celle-ci provenart du fait que le groupe O(qg) cortient
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le groupe orthogonale d'une forme en n variables de signature (n 1;1)
enla place ;. Dans[80], en utilisant la theorie de Bass-Serred'actions de
groupes sur les arbres, Lubotzky simpli e la demonstration du Theoreme
2.1 enle deduisart du theoreme plus general suivant.

Th eoreme 2.2. Soit M une variete hyperlolique de volume ni. Suppsons
que M contienne une hypersurface (plongee) totalement geadesique. Alors
M admetun revetement ni dont le groupe fondamental se surjecte sur un
groupe libre de rang 2. (Ce revetement ni a, en particulier, un premier
nombre de Betti non nul.)

Nous verrons commert deduire ce Theoreme d'un resultat plus precis
(et de preuve elemertaire) demortre dans [7] sur lequel nous revenonsau
x2.2. Remarquonspour l'instant que le Theoreme 2.1 repond positivemert
a la Question 1.2 dansle casdu groupe O(n; 1) et pour la represetation

1 . pour tout n 2, il existe un sous-groupe discret cocompact G tel
quen ( 1) 6 0. On I'a dit la Question 1.1 senble bien plus delicate. Le
Theoreme 2.2 permet neanmoinsde demortrer quelquesresultats interes-
sarts dans cette direction.

Nous avons en e et rappele qu'il existe des varietes hyperboliques non
arithm etiques en toute dimensionn 2. En dimensionn = 3, il en existe
plein et la Conjecture de Thurston esttreslargemert ouverte. A partir de
la dimension 4 on ne connait que tres peu de varietes hyperboliques non
arithm etiques, ce sort soit desvarieteshybrides construites par Gromov et
Piatetski-Shapiro [55] soit desvarietesobtenuescommequotient de H" par
un groupe commensurablea un groupe engende par desre exions (cf.
[1]), que nous appelons varietes de Poincare-Vinberg. A indice ni pres,
on peut supposer que est normalise par une re exion. Cette re exion
agit alors sur la variete nH" et I'ensenble de sespoints xes forme une
hypersurfacetotalement geadesique.Le corollaire suivant decouledonc du
Theoreme2.2.

Corollaire 2.1. Lesvarietes hyperboliquesde Poincare-Vinberg admettent
un revetement ni avec un premier nombre de Betti non nul.

Esquissonsmaintenant la construction des varietes hybrides de Gro-
mov et Piatetski-Shapiro. Soiert M; et M, deux varietes hyperboliques
arithm etiques standard de dimensionn. Soiert F;, M etF, M, deux
hypersurfaces, plongees, totalement geodesiqueset isometriques. Fixons
une isometrie ' : F; ! F,. On appelle variete hybride la variete hyper-
bolique obtenue en decoupart M; et M, suivant F; et F, et en recollant
F, avecF, par' 6 ouF; sortlescopiesdeF; dansla variete M; decoupee
suivant F;. Par construction une variete hybride cortient une hypersurface
totalement geadesiqueet le Theoreme2.2 implique le corollaire suivant.

Corollaire 2.2. Lesvarietes hyperboliques hybrides admettent un revete-
ment ni avec un premier nombre de Betti non nul.
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Concernart les autres nombres de Betti (ou les autres represetations
cohomologiques).en developpart lesideesde [88] Millson et Raghunathan
repondert completemert et positivemert dans[89] a la Question 1.2 pour
le groupe O(n; 1). lls montrent plus precisemmen le theoreme suivant.

Th eoreme 2.3. Toute variete hyperbolique arithm etique standard com-
pacte admet un revtement ni dont tous les nombres de Betti sont non
nuls.

Cestechniquesgeonetriquesreposent de maniereessetielle sur l'existen-
ced'hypersurfacestotalement geadesiques.Ce qui n'a plus lieu dansle cas
des varietes hyperboliques arithm etiques non standard ou dans le cas des
varietes hyperboliques complexes.En ce qui concernecesdernieresil est
naturel de commencerpar considerer les varietes hyperholiques complexes
standard obtenues, comme dans le cas reel, en consicerant des groupes
unitaires sur desextensionsquadratiques imaginaires de corps de nombres
totalement reels. Dans [65] Kazhdan etudie la Question 1.2 dans le cas
du groupe U(2;1) (et pour les varietes arithm etiques standard) a l'aide
du \releve theta" a partir du groupe U(1). A la suite de ce travail et en
deweloppart la mémetechnique, Shimura [105 puis Borel et Wallach [26]
montrent nalement le theoreme suivant.

Th eoreme 2.4. Toute variete hyperlolique complexe arithm etique stan-
dard admet un revetement ni dont le premier nombre de Betti est non
nul.

Dans une direction opposee Rogawski [1000 montre qu'une variete
hyperboligue complexe de congruencede dimension (reelle) 4 a un pre-
mier nombre de Betti nul sauf si elle est arithm etique standard. Plus
gereralemen, Clozel [38 montre le theoreme suivant (cf. [16] pour une
autre demonstration).

Th eoreme 2.5. Soit G un groupe algebrique sur Q obtenu par restriction
des salaires a partir du groupe des unites d'une algebre a division sur
une extensionquadrmtique imaginaire d'un corps de nombre totalementreel
isomorphe a toute l'algebre des matrices en chaquerami c ation et tel que
G(R) = U(n;1) (compact), avee n+ 1 3. Soit un sous-goupe de
congruene  G(Q). Alors,

HY(S()) =0

A la suite de Kazhdan, Shimura et Borel et Wallach, la technique du
\releve theta" est notamment deweloppee par Wallach [117], Anderson [3]
et Li [76]. Nous y reviendrons plus loin dans une plus grande generalite.
En ce qui concerneles varietes hyperboliques complexes, cette methode
permet de demortrer le theoreme suivant.
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Th eoreme 2.6. Toute variete hyperloligue complexe arithmetique stan-
dard admetun revetement ni dont tous lesnombresde Betti sont non nuls.
Plus precisement, si  estune representation conomola@iquedu groupe G =

et si  estun sous-goupe arithmetique standard de G, il existe un sous-
groupe d'indice ni (de congruene@ si  est de congruen@) © tel que
n o( )6 0.

Le Theoreme 2.6 repond donc positivemen a la Question 1.2 pour un
grand nombre de represettations cohomologiques.La Question 1.1 reste
quant a elle grande ouverte. Neanmoins,le Theoreme2.5 senble aller dans
le sensnegatif : pour repondre positivemert a la Question 1.1 il faudra
sortir du monde des varietes de congruence,ce qui n'est pas necessaire
dansle casdu Theoreme2.6.

La technique du \releve theta" s'applique egalememn aux varieteshyper-
boliquesreellesarithm etiques(m&menon standard). Li [76] montre notam-
mert le theoreme suivant.

Th eoreme 2.7. Toute variete hypertolique arithm etique de dimensionn 6
7 admetun revetement ni dont tous les nombresde Betti by pour 0 i<
(n  1)=4 sont non nuls.

La restriction n 6 7 surla dimensionprovient del'existenceendimension
7 de varietes arithm etiques specialespeu comprises.

En ce qui concerneplus particuli eremert le premier nombre de Betti (et
donc la Conjecture de Thurston) Li et Millson [77] et independammert
Raghunathan et Venkataramana [96] etendert le Theoreme 2.7 par des
methodes completemert di erertes.

Th eoreme 2.8. Toute variete hyperbolique arithmetique de dimension 6
3;7 admet un revetement ni dont le premier nombre de Betti non nul.

La restriction n 6 7 sur la dimensiondanslesdeux theoremespreaderts
provient de l'existence en dimension 7 de varietes arithm etiques speciales
peu comprises,assaieesaux formes3D4 et °D, du groupe SO(8). A propos
de cesvarietes nous motivons dans [20] la conjecture suivante.

Conjecture 2.1. Soit G un groupe semi-simplealgebriquesur Q provenant
(par restriction dessalaires) d'un groupe de type 3D, ou 6D, sur un corps
de nombre totalement reel et tel que G(R) = O(7;1) (compact), alors
pour tout sous-goupe de congruen@ G(Q),ona:

bi() =0

Si vraie, la Conjecture de Thurston devrait donc necessiterde sortir
du monde des sous-grouges de congruencece qui n'est le casd'aucun des
resultats conrus pour l'instant.
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La dimension 3 est encoreune fois la plus delicate, le groupe SO(3;1) =
SL(2; C) etant egalemen un groupe complexe,il y a plus de constructions
arithm etiques. Dans ce caset en ce qui concerneles varietesarithm etiques
les reponsesles plus completes a la Conjecture de Thurston sort dues a
Labesseet Schwermer [73], Clozel [33] et, plus recemmem, Rajan [97].

Remarquons nalement quedans[79], Lubotzky donneune demonstration
plus elemertaire du Theoreme 2.8 en le ramenart au Theoreme 2.6 : sui-
vant une remarque de Raghunathan et Venkataramana, Lubotzky plonge
les varietes hyperboliques arithm etques considereesdans des varietes hy-
perboliques complexesarithm etiques standard et considere la restriction
des classesde cohomologie non triviales obtenues par le Theoreme 2.6.
Une partie de notre approche de cesproblemesest une generalisation de la
methode de Lubotzky. Nousy revenonsplus loin.

2.2 Eeuillage des varietes hyperboliques

Commerconspar enoncerun lemme general, cf. [9], qui decouleessetielle-
ment de la demonstration du celebre Lemme de Mal'cev [85 a rman t que
tout groupe lineaire de type ni estresiduellemen ni.

Lemme 2.1. Soient H un sous-ensemblealgebrique de GL(n) et un
sous-goupe de type ni de GL(n). Il existe alors un suite decroissante
fNmg de sous-goupes d'indices nis et distinguesdans telle que:

1. lintersection \ ,, N, estreduite a I'element neutre, et

2.si 2 verie quepour une innit e de m, il existe un element
hm 2H\ telque = hy (modNp), alors 2 H.

Remarquonsque la demonstration de [7, Theoremel] implique immedia-
tement le theoreme suivant.

Th eoreme 2.9. Soient M = nX une variete localement symetrique de
volume ni et F une sous-variete totalement geadesique proprement im-
mergeedans M . |l existealors un revetement ni de M auquelF sereleve
en une sous-variete plongee.

La demonstration repose essetiellement sur le Lemme 2.1 applique au
sous-groupe H desisometries de X qui presene une composarte connexe
Y de la preimagede F dans X. Notons =\ H, alors la variete
F = nY. Soit f N, g une suite de sous-grougesdistinguesdans donnee
par le Lemme 2.1, notons , = Np . La suite de sous-groue
verie que\ , n = etlesvarietesM,, = ,nX forment unetour d'ef-
feuillage autour de F X . Autrement dit la suite f M, g est une suite
de revetemerts nis de M qui corverge sur tout compact vers la variete
Mi = nX. Lavariete F seplongedansle revetemert limite M , il n'est
alors pas dicile de verier gu'elle se plonge dans I'un des revetemerts
intermediairesM , .
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LorsqueM estunesurfacehyperbolique et F une geadesique,le Theoreme
2.9 est d0 a Scott [103 et lorsque M est une variete hyperbolique de di-
mension 3 et F une surface,il estd( a Long [78].

Revenonsau casdesvarieteshyperboliques. La consideration d'une tour
d'e euillage autour d'une sous-ariete totalement geodesiquenous permet
dans[7] de demortrer le theoreme suivant.

Th eoreme 2.10. Soient M une variete hyperbolique de volume ni et F
une sous-variete totalement geadesiqueproprement immergee de codimen-
sion 1 dansM . Il existe alors un revwtement ni ¥ de M et deux compo-
santesconnexes®; et B, de la preimagede F dans ¥ telles que ®; et B,
soient plongees, totalement geadesiquesdans M1 et B nf b bzg connexe.

Le Theoreme 2.10 implique en particulier le Theoreme 2.2 (et donc le
Theoreme2.1et lesCorollaires2.1et 2.2). Il permet de decouper lesvarietes
hyperboliques obtenuessuivant les sous-arietestotalement geadesiquesde
codimension 1 et de construire des revetemerts nis en les recollant sui-
vant desgraphesreguliers. Ainsi le Theoreme2.10 permet-il de jouer avec
certainesvarietes hyperboligues comme on joue avec les pantalons dans le
casdessurfaces.

Quelques applications spectrales. On peut notamment appliquer ces
resultats a des problemesspectraux. Dans [7] nous construisonsainsi des
triplets (M ;M ;M) de varieteshyperboliquestelles que

1. M1 et M, sort deux varieteshyperboliquesnon isometriques revétant
niment M, et

2. lesgroupesfondamertaux deM , M, et M, sesurjectert sur un triplet
de Sunada(cf. [30] ou [19]).

D'ou I'on deduit immediatemert le theoremeet le corollaire suivant.

Th eoreme 2.11. Soit M une variete hyperbolique compacte contenant une
sous-variete totalement geadesiqueproprementimmergee de codimension 1.
Alors, M admetdeuxrevetements nis isospectraux mais non isometriques.

Corollaire 2.3. Pour tout entier n 2, il existedesvarieteshyperboliques
(arithm etiquesou non) isospectrales non isometriques de dimension n.

Lespremiersexemplesde varieteshyperboliquesisospectralesnon isome-
triques ont ete construits par Vigneras[114 endimension?2 et 3; cesort des
varietesarithm etiques. Dans [106], Spatzier montre que pour n > 26, toute
variete hyperbolique veri e les conclusionsdu Theoreme2.11. Enn Reid
construit dans [99] des exemplesde varietes hyperboliques de dimension 3
non arithm etiques, isospectrales et non isometriques.

Dans[41], Colbois et Matei etudient lesliensertre la constarte isoperime-
trique de Cheegerh(M; g) d'une variete riemanniennecompactede dimen-
sion n (M;qg) et la plus petite valeur propre (M;g) > 0 du laplacien.
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Deux inegalitesclassiquegrespectivemert duesa Cheeger[31] et Buser [29]
armen t quesi (Mj;g) estune famille de varietesriemanniennesde cour-
bure de Ricci uniformemert minoreetelle que h(M;;g) ! Oasi! 1,
alors 1(Mj;g) = h(M;g) 7, avec ; 2 [1;2] pour i susamment grand.
Colbois et Matei etudient le probleme de determiner si tous les 2 [1; 2]
peuvent €tre obtenus commepoints limites de la suite ;. Leurs theoremes
principaux sort desreponsespositives a ces questions dans les deux cas
suivants :

{ quand la topologie de la variete sous-jacete est x ee(i.e. M; = M)

et la metrique varie;

{ quand chaque (Mj;g;) est hyperbolique (mais sans xer la topolo-

gie!).

La demonstration de chacun de cesresultats consistea modeler la famille
de varetes M; sur une famille de graphesavec la propriete recherchee (en
consicerart le laplacien discret). Une telle famille de graphesest facile a
construire : I'id ee est de coller ensenble un graphe lineaire (avec ; de
l'ordre de h?) et un arbre (pour lequelle ; estdel'ordre de h) et d'ajuster
le nombre de sommets. Colbois et Matei utilise nalement le Theoreme
2.10 pour modeler une variete hyperbolique de dimension arbitraire sur un
graphe.

Revenonsa la cohomologiedesvarieteslocalemen symetriques. On peut
en e et appliquer le Theoreme 2.10 a certaines varietes hyperboliques de
dimension 3 ne cortenant pas d'hypersurface totalement geadesique.La
litt erature autour de la Conjecture de Thurston en dimension 3 est vaste,
trop vaste pour &tre recene@eici. Citons neanmoinsdeux articles classiques
sur le sujet. Dans le premier [68] Kojima et Long construisert une famille
in nie de varietes de dimension 3 veri ant la Conjecture de Thurston. lls
montrent plus precisemmeh que chaque membre de cette famille admet
des revetements nis avec des premiers nombre de Betti arbitrairement
grands et conjecturert que cette propriete devrait etre veri ee par toute
variete hyperbolique compacte de dimension 3. Remarquons par ailleurs
gue si M est une variete fermee orientable de dimension 3, M peut &tre
realisee commeun revétemert rami e de S°, rami e sur le noeud de huit,
cf. [57]. Dans [6], Baker etudie la Conjecture de Thurston pour certains
revetemerts rami esau-dessusdu noeud de huit dans S® et montre que si
M est une variete compacte orientable qui est un reveétement rami e au-
dessusdu noeud de huit dans S® et dont tous les indices de rami cation
sort divisibles par un mémeertier n 5 alors M verie la Conjecture de
Thurston.

Le complemertaire du noeud de huit dans S® est une variete hyperbo-
lique (cf. [108) qui est assaieea un pavageen nids d'abeilles (c'est-a-dire
par des polyedres reguliers tous congruerts) de H3. (C'est egalemen le
cas de l'entrelacs de Whitehead, des anneaux borromeensou des noeuds
dodecaedraux construits dans [2] dans S°.) Il n'est alors pas dicile de
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veri er quechacunede cesvarieteshyperboliques(de volumes nis) cortient
une sous-wariete (immergee) compacte totalement geodesique. En appli-
quant le Theoreme 2.10 a cesvarietesavant d'obturer lestores a l'aide de
chirurgies de Dehn, nous montrons dans [8] le theoreme suivant.

Th eoreme 2.12. SoitK le noeuddehuit (ou I'un desnoeudsdodecaedraux
construits dans [2], I'entrelacs de Whitehead ou encre les anneaux bor-
romeens). Soit M un revetementrami e compact orientable de S, rami e
au-dessusde K . 1l existe alors un entier py tel que si tous les indices de
rami c ation sont divisibles par un mémeentier premierp  pg alors M est
niment revetuepar une variete contenant deuxsurfacesplongeesdisjointes
dont la reunion est non separante. En particulier, le groupe fondamentalde
M contient un sous-goupe d'indice ni qui se surjecte sur le groupe libre
de rang deux.

Il est naturel de chercher a eliminer I'hypothesede codimension 1 dans
le Theoreme 2.10. La particularit e de la codimension 1 tient a ce que la
non trivialit e en homologie de la classed'une hypersurfaceest equivalente
au fait que cette hypersurfacene disconnectepasla variete ambiante. Ceci
se determine facilemert en calculant le nombre d'intersection de courbes
fermees(que I'on peut toujours homotoper a desgeadesiques)avecl’hyper-
surface. Dans [9] nous hous passonsde cette speci cit e de la codimension
1 en consicerant des paires de sous-\arietes totalement geodesiquess'in-
tersectart transversalemem en au moins un point. Nous montrons plus
precisemmehn le theoreme suivant.

Th eoreme 2.13. Fixons deux sous-espoes totalement geadesiquesH* et
H™ X (0 k n) danslespace hyperbolique H" et supmsonsqu'ils s'in-
tersectent transversalementen un point. Notons O(k;1) = O(k;1) flg
etO(n k;1) = O(n k 1) flg les sous-goupes correspndant du
groupe O(n; 1). Soit un sous-goupe de type ni, discret et sanstorsion
du groupe desisometries de H" tel quele groupe 1 = \ O(k;1) (resp.

2= \ O(n k;1)) soit cocompact dans O(k; 1) (resp.O(n k;1)). La
variete hyperboligue M = nH" contient alors deux sous-varietes totale-
ment geadesiquescompactes F; = nHX et F, = ,nH" X qui s'inter-
sectent transversalementen au moins un point. Et il existe un rev&tement
ni @ deM et deuxcomposantesconnexeslbl et despreimagesresyec-
tives de F; et F, dans ! telles quele cup-produit

[®1] [®]6 O

On a deja rappele que la plupart desexemplesconnus de varieteshyper-
boliquescompactesde dimension 4 veri ent leshypothesesdu Theoreme
2.13.Le Theoreme2.3 est un corollaire immediat du Theoreme2.13.De la
me&me maniere nous montrons dans[9] le corollaire suivant.
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Corollaire 2.4. Toute variete hyperbolique hybride ou de Poincare-Vinberg
admet un revetement ni dont tous les nombres de Betti sont non nuls.

La demonstration du Theoreme 2.13 repose sur les idees developpees
dans[89 par Millson et Raghunathan, elle utilise egalemen le Lemme 2.1.
En voici le plan : commerconspar supposerF; et F, plongeesdansM (cf.
Theoreme 2.9). On construit une suite f Mg de revetemens nis de M
corntenant deux releves F{"; FJ" Mp de F; et F; telle que si un point
a2 F;\ F, admet une preimagedans F{" \ FJ" pour une in nit e de m,
alors le nombre d'intersection local [F1] [F:]ja vaut 1. L'ensenble F1\ F»
etant ni, une telle construction implique bien le Theoreme2.13.

Pour garartir le signedu nombre d'intersection en a, remarquonsque Si
a2 Fi1\ F,, alorsil existeun elemert 2 , un point a; 2 H* et un point
a2 H" Xtelsque a; = a,.Orsi = ou (resp. ) estuneisometrie
presenant H" X (resp. HX) et son orientation, alors :

[Fil [Falia=1[ H1 [ H" ¥]= +1:

Notons E= SOp(n k;1)SOq(k; 1) I'ensenble desisometries de H" de la
forme ci-dessus.D'apres ce que lI'on vient de voir, on veut construire la
suite fM, g de manierea cequesia 2 F;\ F, admet une preimagedans
F™\ FJ" pour uneinnit edem, alors 2 E. On construit une telle tour
derevetemerts nis al'aide du Lemme 2.1 et en utilisant que I'ensenble E
est presquealgebrique.

En s'inspirant de la demonstration de [118 Theorem 3] nous montrons
de plus (toujours dans[9]) la proposition suivante.

Prop osition 2.1. Sousles hypothesesdu Theoreme 2.13, supmsons que
F1 et F, sont plongeesdans M et verient

[F1] [F2] 86 O

Il existe alors une suite fM g de revetements nis de M telle que les
preimagesde F; (resp.F;) dans M, engendent (en cohomolajie) un es-
pace dont la dimension tend versl'inni avec m.

Pour interessah quesoit le Theoreme2.13,0n aimerait pouvoir secorten-
ter del'existence d'une seulesous-ariete totalement geodesique.Dans I'es-
prit de la demonstration du Theoreme 2.9 on peut chercher a exploiter la
tour d'e euillage dans!'etude de la cohomologie.La cohomologiel ? de la
variete limite intervient alors naturellemert.

2.3 Cohomologie L?

Repr esentations de la serie discr ete. Consideronsici le casgeneral
d'un groupe de Lie reel, reductif et connexe.Supposonsde plus que le rang
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complexede G soit egal au rang complexede K (c'est par exemplele cas
lorsque G = U(n;1) ou G = O(2n;1)). Dans ce cas et d'apres Harish-
Chandra le groupe Gy admet une serie discrete. Notons @d l'ensenble ®
desclassedsd'equivalencederepresenations irr eductiblesde Go appartenart
a la serie discrete, i.e. intervenart comme sous-repesettation de L?(Go).
L'ensenble desrepresertations cohomologiques? 8, estd'ordre JWe =W j
ou Wg (resp. Wi ) designele groupe de Weyl de G (resp. K ), et pour une
telle represenation  on a (cf. [2€]) :

C sig=dg=2
d(y K - —
HYgK: ) 0 sinon:
Autrement dit, la (g; K )-cohomologied'une telle represettation estconcen-
treeen degre median.
En formant des series de Poincare on peut montrer qu'etant donne un
groupe discretcocompactdansG, toute represenation dela serie discrete
integrable intervient avecune multiplicit en o( ) 6 0danslarepreseina-
tion L2( %Gy) pour un sous-groug d'indice ni ° . Eneet, la serie
de Poincare X
Pi(g)= f(9
2

assciee a une fonction f dansl'espaceH de la represettation et en-
gendrart son K -type minimal, corverge alors absolumern et localemen
uniformemert et represene donc une forme automorphe 2 L?( nG). Si
f 6 0, il estdeplusimmediat que quitte aremplacer par un sous-grouge
dindice ni susamment profond ° , la serie Py ne s'annule pas et
que l'orbite de P; sousl'action de G est contenu dans un nombre ni de
copiesde H dansL?( %G).

Plus gereralemen, l'analyse de la croissance des multiplicit es dans
L2( mnG), avecf g suite decroissate de SOUS-groffes distingues d'in-
dices nis dansun reseau donne et d'intersection m = flg, a joue
un role important dansla theorie. De Georgeet Wallach [43] montrent en
particulier quesil'on suppose cocompactdansG, toute represertation de
la serie discrete de G intervient pour m su samment grand avec une mul-
tiplicit en _( ) 6 0 dans la represenation L?( ,nG). Clozel [35 etend
ce resultat au cas d'un groupe de congruence non necessairemen co-
compact. En n, notons que Delorme [44] montre que la suite desmesures
spectrales(sur @) desL?( ,nG), pondereespar[ : m], tend verscellede
L2(G). Cesresultats ont immediatemert desconsquencesn cohomologie.

Th eoreme 2.14. La repnsea la Question 1.1 (et donc 1.2) est positive
lorsquela representation cohomola@ique appartient a la serie discrete de
G. C'est en particulier le cas dans chacun descas suivants :

{ G=0@2n;1)et = ! ou ,;

{ G=U(n;1) et = i pour tout couple(i;j) 2 N2 tel quei + j = n.
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De plus, la multipliciten ( ) de dansL?( nG) crot comme le covolume
de dansG lorsque tend vers le groupe trivial.

Dans chacun des cas particuliers du Theoreme 2.14 et si I'on considcere
une suite decroissate f ,gde squs—grouresdistinguesd'indices nis dans
unreseau donned'intersection m = flg, la suite desnombresde Betti
normalises b, (S( m))=[ : m] tend vers un nombre reel non nul. Pour
etudier de telles suites, il est naturel de seplacer dansle cadre general des
complexessimpliciaux que nous detaillons maintenant.

Asymptotigue  des nombres de Betti et invariants 1. Un com-
plexe simplicial compactK possdelui aussidesnombresde Betti (usuels)
b, (K), invariants topologiques qui sort les dimensions des espacesvec-
toriels H, (K) d'homologie en dimension n. Considerons maintenant une
action libre cocompacte (L; ) d'un groupe denonbrable discret sur
un complexesimplicial L. Sesnombres de Betti |2 notesh(qz)(L; ) sort les
dimensionsgeneralisees(au sensde von Neumann) des espacedilb ertiens

Wﬁz) (L; ) d’homologie 12 reduite en dimension n. Les nombres de Betti
12, introduits par Atiyah dans un cortexte analytique [5], ont connu un
vaste deweloppemert, notamment dans le cadre des feuilletages mesures
(par Connes[47]), dans le cadre general des actions topologiques quel-
conquesde groupes denomnbrables (Cheegeret Gromov [32]), ou suivant
I'approche de Luck qui fait rentrer cette theorie dans un cadre homolo-
gique classiquepar une extension de la notion de dimension generalisee
[82, 83]. L'article de Eckmann # [47] constitue une excellerte intro duction
aux nombres de Betti 12. Une question recurrerte dans le domaine consiste
a etablir leurs liens avec les nombres de Betti usuels.

Lorsque est un groupe ni, la dimension generalisee au sensde von
Neumannn'est autre que la dimension usuellediviseepar le cardinal j j de

Deslors, si le complexesimplicial L ci-dessusest lui-m&me compact (et
donc ni), alors

() = 20,
]

D'ou il resulte,si  estun sous-groupe normal d'indice ni de , queles
nombresde Betti 12 del'action du groupe ni  n surle complexecompact

nL cencident avecles nombres de Betti usuelsnormalisesde nL :

:M-
[ 1

4C'est dailleurs Eckmann qui le premier a introduit une structure euclidienne sur
I'espace deschames d'un complexe, pour obtenir une decomposition de Hodge (voir [45]).
Il est egalemert remarquable que I'une des premieres applications (voir [46]) de cette
decomposition de Hodge simpliciale concerne la theorie des revétements, application
dont la preuve contient en germes les ideesde Atiy ah conduisant aux nombres de Betti
12 dans le cas d'un revetement galoisien ni.

H2( nL; n) (2.2)
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On appellera tour de sous-group es d'indices nis de toute suite
decroissare ( j)i2n de sous-grougesd'indices nis de telle que ¢ =
Il lui correspond

- la tour dereveétemens L ! i.2nL ! 5snL ! qnL! I onL
- enchaquedimensionn, la suite desnombresde Betti usuels(b,( inL))i2n-
Silessous-grouges ; sort de plus d'intersectiontriviale (\ j>o | = feg),

alors la tour de revétemerts ( jnL); \semble corverger" versle reveétemert
L, et on cherche a comprendrele comportement asymptotique de la suite
desnombres de Betti usuels,ou plus precisemert au vu de la formule (2.1),
de cesnombres normalises: (%)QN. Un argumert fort en faveur de
cette normalisation est que la caracteristique d'Euler, ainsi normalisee est
constarte dans une tour de revétemernts.

Kazhdan, dans une etude sur les varietes arithm etiques [64] a essetiel-
lemert obtenu la comparaisonsuivante, lorsque les sous-groupes d'indices
nis ; sort de plus normaux et d'intersection triviale :

(In egalit e de Kazhdan)

lim supM
i [ ]

Dans [43] DeGeorgeet Wallach, dansle casdesrevetemerts d'une variete
localemeri symetrique de type non compacte, majorent la multiplicit e
n (). lls retrouvert enparticulier I'in egalite de Kazhdan danscecontexte
et donc que si L est un espacesymetrique de type non compact G=K,
b( inL)= : ]! Oquandi! +1 etn6 dsg=2.

Gromov [54, p.13, p.153]estensuiteamere a poserla question: I'in egalite
ci-dessusest-elle une egalite? En 1994, Luck, dans un article remarque
demortre ceresultat.

6 KA (L; ) : (2.2)

Th eoreme 2.15 (Luck [81]). Soit ( j)i2n Une tour de sous-goupesd'in-
dices nis de . Si les sous-goupes ; sont de plus normaux dans et
d'intersection triviale, alors

1im B Cint) _ B2 (L; ) : (2.3)
in [ @]

Obsenwnsque dans! enonce original de l'article [81], le complexesimpli-
cial L estsuppose simplemert connexe,mais que cette hypotheseest super-
ue. Du coup,on peut aussisupprimer I'hypothesedetrivialit edel'intersec-
tion des j, a condition de remplaceralors dansla conclusion, et seulemei
dans le terme de droite, le groupe par le quotient = =\ oy ; etL
parL := \jon inL.

Alors quele menmbre de gauchede (2.1) reposesur I'existenced'une action
de n etdoncsurle fait que estdistingue dans , le membre de droite
a un sensmémelorsque n'est pasdistingue dans . Une generalisation
du Theoreme de Luck a desrevetemerts non galoisiensa heanmoins ete
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proposeepar Farber, qui estamenre a intro duire une hypothesed'apparence
technique.

Crit ere de Farb er. Soit n; le nombre de sous-goupes distincts de qui
sont conjuguesa ; et, pour chaqueg 2 , soit nj(g) le nombre de ceux-la
qui contiennent g.

892 nfeg lim ”‘n('g) - o (2.4)
: I

Th eoreme 2.16 (Farber[49]). Soit ( ;)i2n uUnetour de sous-goupesd'in-
dices nis de d'intersection triviale. Si le critere (2.4) estveri e, alors

o b(ink) oy
iy W

Obsenons que ce critere ertra’™me que  estresiduellemen ni.

Au vu de la construction de nostours d'e euillages, il est naturel de se
demandersi pour destours plus generales(ou le crit ere de Farber n'est pas
satisfait) la conclusionest mise en defaut. Dans [13] avec Damien Gaboriau
nous preserons de tels exemplesou mémel'in egalite de Kazhdan (2.2) se
trouve violee. Voici par exempleune specialisation de [13, Theoreme4.1].

Soit A un complexe simplicial compact de groupe fondamertal in ni et
residuellemem ni. Soient K un complexeobtenu enlui attachant un cercle
par un point, ' 1(A) Z le groupefondamertal et L = € le revétemert
universelde K .

Th eoreme 2.17. Pour tout ¢ 2 [0; 1], il existeune tour ( j)i2n de sous-
groupes d'indices nis de , d'intersection triviale, telle que, i+; estnor-
mal dans

etpour n > 2, limiy 2 = oy ( L)+ (1 B (L) ;

et pour n = 1, limjy w = ob( nL)+ (@ ob? (L) 0:

Rappelonsque by ( nL) = 1+ by(A) et B2 (L; ) = 1+ B2 (&; 1(A)), et
que b, ( nL) = by (A) et h(qz)(L; ) = b2 (&; 1(A)), pour n > 2. Du coup,
tout complexeA pour lequel b, (A) 6 b2 (&; 1(A)) (n > 2) conduit a un
contre-exemple.

Par exemple,pour construire desexemplesqui ne veri ent pasl'in egalite
de Kazhdan, on prend pour A le tore TP de dimension p, alors L est
cortractile, ' ZP Z,by( nL) = p+ 1, b(lz)(L; ) = 1et, pourn> 2,
b ( nL) = CJ tandis quetous les bﬁz)(L; ) sort nuls.

Cet enone@ permet egalemen de produire des exemplesou cette fois
I'in egalite de Kazhdan se trouve fortement veri ee (avec une inegalite
stricte). Prenons A homeomorphea une variete M de dimension 4 com-
pacte acycliquea b, (M) = 0 et groupe fondamertal residuellemem ni (on
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peut pensera un faux CP2 ou CP2 d'homologie [90]; 1(M) est alors un
reseaude SU(2;1)). On aalors: b(zz)(L; ) > by( nL). En e et, par dualite
de Poincare, by = bhy = 1, by = b3 = 0= bflz) = bf)z) et b(f) = b‘;) et donc
b(A)+2= (A)= @(& 1(A) = B (& 1(A) 267 (& 1(A)).
Sil'on secontente d'un exempleavecn=1, une egalite by (A)= b(f) (&, 1(A))
sut, qu'on peut obtenir avec une sphere d'homologie A (b, = 0) de di-
mension 3 et hyperbolique (b(lz) = 0). C'est encore plus simple si I'on se
satisfait d'exemplesnon acycliquesou avec de la torsion.

Apr escespreliminaires, voici le premier resultat general que nous obte-
nons dans [13] avec des sous-groufes non necessairemeinnormaux. On ne
connait pas d'autre preuve de cet enon@. La suite consideree n'est, en
general, ni monotone, ni sous-additive.

Th eoreme 2.18. Soit ( j)i2n une tour de sous-goupesd'indices nis de
. Pour tout entier n, la suite des nombres de Betti usuels normalises
(%)QN est convergente.

Plus precimen, nousdonnonsune interpretation \dynamico-geormetri-
que" de cette limite et nous montrons en quel sensle critere Farber (2.4)
est optimal, ce qui, on l'espere, clarie sa signi cation. Pour cela, nous
consideronsune construction assaieea la donneede la tour de sous-groupes
d'indices nis ( j)ion de et del'action (L; ) :

Pour tout enrtier positif i, on introduit I'espacede probabilite (X;; ;)
egala l'ensenble ( ni) desclasseqadroite) = ; de modulo j, quel'on
munit de la mesurede comptagenormalisee.Lesapplications de reductions
successiesXis; = = js1 ! Xj = = permettent de consicererl'espace
de probabilit e limite projective

(X; ) =limpro jis o(Xi; i)

C'est un espaceborelien standard. On peut le voir commele bord (al'in ni)
d'un arbre enracine. C'est aussiun espacetopologique homeomorphea un
espacede Cantor (si la suite desindices[ : ] tend verslinni). L'action
naturelle de sur les X; fournit une action de sur (X; ), presenant la
mesure . Cela ne depend que de la tour.

L'action diagonalede sur X L donne par passageau quotient une
lamination transversalemen mesureequ'on appelle une (L; ) -lamination :

L(X;L; ) :== n(X L)

Sesfeuilles en sort lescomposartes connexespar arcs (lorsque L estconne-
xe). Chacuneestisomorpheau quotient de L par le stabilisateur d'un point
de l'action (X; ).

Les nombres de Betti 1?2 d'une telle lamination (pour la mesure trans-
verse provenart de ) ont ete consideres par Gaboriau [52], notons-les
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n(X;L; ). On peut lesvoir comme une version simpliciale des nombres
de Betti desfeuilletagesde Connes.

On est alors capable de donner un sens,en termes de laminations, au
membre de gauche\bﬁ]z)( nL; n)" del'egalite (2.1) mémelorsque n'est
pasnormal : ,( = ;L; ). Et cette egalite restevalide. Plus generalemen,
nous obtenonsle resultat suivant, qui est certral dans[13].

Th eoreme 2.19. Soit ( j)izn une tour de sous-goupesd'indices nis de
. Pour tout entier n,
ba( ink) _

il!ilm ﬁ_ n(X;L; )

ou n(X;L; ) estcomme ci-dessus.

Ondit quel'action (X; ; ) estlibresil' elemert neutre estle seulelemert
de aavoir un ensenble de points xes de mesurenon nulle. On a alors :

Th eoreme 2.20. [52, Th. 3.11] Si I'action (X; ; ) estlibre, alors
nOGL ) = HP(L )

Siles ; sort normaux dans et d'intersection triviale, alors X herite
d'une structure de groupe (pro ni),  estun sous-groupe et son action est
par multiplication a gauchedansX . Elle estalorslibre et le Theoreme?2.19
se specialiseen le Theoremede Luck. Quant au critere de Farber (2.4), il
signi e precissmen que l'action estlibre. En e et,

Prop osition 2.2. Dans (X; ; ), I'ensembledespoints xes deg2 est

de mesure exactementlim;;  "H2

On doit obsener que ni le Theoremede Farber, ni notre Theoreme 2.19
ne fournissen une nouvele preuve du Theoremede Leck, puisquedansun
cascommedans l'autre, il s'agit d'adapter les argumerts de [81].

Actions boreliennes non libres. Le Theoreme 2.19 decrit les limites
possiblesdes nombres de Betti normalises dans les tours des revétemerts
nis. Un contrdle sur la combinatoire destours de revétemerts nis est
donc impose par l'action (X; ) etla (L; )-lamination assiee.ll est na-
turel de chercher a comprendre cesactions par exempledans le casde nos
tours d'e euillages. Nous ne savons pascalculer leslimites possiblesdansle
casdestours d'e euillages. Dans [13] hous obtenonsneanmoinsdesrestric-
tions sur les stabilisateurs despoints pour desactions non libres (X; ; ),
presenant la mesure,d'un groupe denonbrable sur un borelien standard
de probabilit e.

Les nombres de Betti 12 de (L; ) sort des invariants homotopiques,
si bien que lorsque L est p-connexe, les nombres de Betti 12 de l'action
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K2 (L; ), pourn 6 pdeviennert desinvariants du groupe lui-méme.On
les appelle alors les nombres de Betti 12 de et on les note bf?(). Plus
generalemer, J. Cheegeret M. Gromov [32] ont introduit les hombres
de Betti 1% pour tous les groupes denombrables discrets, méme ceux ne
pos®edart pasde K ( ;1) a p-squelette ni. Dans[13], nous demortrons :

Th eoreme 2.21. Soit (X; ; ) une action ergaique, preservantla me-
sure, d'un groupe denombmble sur un horelien standard de probabilite
sansatome. Si b(12)() 6 0, alors
{ ou bien ( x), le stabilisateur de x dans , est un groupe ni pour
-presquetout x 2 X ;
{ ou bien le premier nombre de Betti 12, b(f)(( X)), estinni pour -
presquetout x 2 X.

Si de plus, la relation induite par l'action de sur X est moyennable,
seul le deuxieme cas est possible. Tandis que dans le premier cas, pour -
presquetout X, lessous-grouges ( X) sort conjuguesdeux a deux et il sont
presquenormaux, au sensou chacun n'a qu'un nombre ni de conjugues
distincts dans .

On I'a dit, cecine nousrenseignepassur leslimites possiblesdesnombres
de Betti normalisesdansle casdestours d'e euillages. Nous pensonsd‘ail-
leurs que de ce point de vue la consideration destours d'e euillages n'ap-
porte rien et que l'on ne peut donc rien esperer de mieux que le Theoreme
2.14.Plut™dt que de considerer I'asymptotique desnombresde Betti norma-
lises, il senble plus fructueux de consicerer la norme L? normalisee de la
(classede (co-)homologie asscieea la) sous-ariete totalement geodesique
autour de laquelle on e euille.

Asymptotique  de la norme L2 d'une sous-vari ete geodesique. Soit
M une variete riemanniennecomplete de dimensionn. On dit qu'une forme
| dedegren | etdecarreintegrableestL ?-dualea un cyclec de dimension
| dans M si pour toute forme fermee de degre | bornee et de carre
integrablesur M, Z Z

On munit alors I'espaceH (M) de la seminormesuivante :
iFliie = it licem)y;
ou F estune sous-ariete de M represeriant une classe[F]2 H|(M) et !
est la forme harmonique L?-duale a F dansM .
On peut mesurerla cortribution d'une sous-arietetotalement geodesique
a I'nomologie d'une variete hyperbolique a l'aide de la seminormejj:jj .
Dans l'esprit du Theoreme de Luck, on s'interessedans [10] a I'ewolution

de cette cortribution dansune tour de revetemen. Nous obtenonsen par-
ticulier le theoreme suivant.



Cohomologieet spectre desvarieteslocalementsynetriques 33

Th eoreme 2.22. Soit M = nH" une variete hyperbolique arithm etique.
Soit f g la suite des sous-goupes principaux de congruene. On sup-
pose que la variete M contient une sous-variete (immergee) totalement
geadesiquecompacte de codimension 1

F= nH" 11 nH":

Alors :
Fmn= mnH" Y] nH";

ou m = \ ., estunesous-varete totalement geadesiquede codimension
un dans M, plongee pour m su samment grand et

S

g Frmliig) 1

vol(Frm) (3

On obtient en particulier une nouvelle demonstration du Theoreme2.1.

La preuve du Theoreme2.22sederouleen deux parties. Dansla premiere
partie, on construit la forme harmonique L ?-duale a une sous-\ariete tota-
lement geadesiquecompacte F dans une variete hyperbolique quelconque
M . Lorsque M est compactecette construction est due a Kudla et Millson
[71]. On gereralise cette construction dans deux directions : 1) la variete
M n'a plus besoind'étre compacte (ce qui repond a une requéte de [70])
et, 2) on construit, en fait, la forme harmonique duale dans M a n'im-
porte quel cycledansF. Il s'agit engrosde prolonger une serie de Poincare
comme dans la construction decrite dans le cas des represerations de la
serie discrete integrable.

Il nous faut alors etudier la corvergencede la suite desnormesL? des
formes harmoniquesdualesa notre cycle dansM ,. On obtient en particu-
lier une condition spectrale souslaquelle cette suite convergeversla norme
L2 dela forme harmonique duale a notre cycledansla variete\tub e" nH".

La morale de cette premiere partie est que I'on peut tirer de certains
invariants L? de la variete \tub e", des informations sur les revetemerts
nis de M. Ceci correspond un peu au theoreme de Leck bien qu'il n'y
ait plus dans notre cas de nombre de Betti L2. Malheureusemem, on ne
sait exploiter cesinformations que sousune hypothesespectrale technique
dicile averier. Nous reviendronssur celle-cidans la partie spectrale de
cesurvol, precisonsneanmoinsque celle-ci senble avoir de bonneschances
d'étre veri eelorsque lesvarietesconsicereessort de congruences.

La deuxieme partie est, quant a elle, consacee a demortrer que sous
les hypothesesdu Theoreme?2.22,I'hypothesespectrale sus-menionneeest
satisfaite. Ceci decoule d'un resultat du \t ype Selberg", d0 a Burger et
Sarnak [28] sur lequel nous revenonsdans la partie spectrale du memoire.

L'hypothesede codimension 1 dans le Theoreme 2.22 n'est utilis ee que
pour pouvoir appliquer le resultat de Burger et Sarnak. Nous conjecturons
plus generalemert le resultat suivant.
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Conjecture 2.2. Soit M = nH" une variete hyperholique arithmetique.
Soit f 1, g la suite des sous-goupes principaux de congruen@. On sup-
pose que la variete M contient une sous-variete (immergee) totalement
geadesiquecompacte de dimension| n=2

F= nH'] nH"
Alors :
Fmn= mhH' ! nnH";

ou = \ ,, estunesous-varete totalement geadesiquede dimension
| dans M, plongee pour m su samment grand et

. e S

[Fmlii2 m1 2 (2h .

vol(Fm) vol(S" (1)) (nly (A1)

Nous verrons que cette methode peut s'appliquer a des varietes locale-
ment symetriques plus generales. Il n'est cependart en general pas facile
d'obtenir un equivalent aussiprecis.Le casdu groupe O(2;2) SL(2;R)
SL(2;R) esta cetitre interessat, nous le traitons dans[12].

Retenonsde ceparagraphequ'il estplus fructueux de considererl'asymp-
totique de la norme L? d'une sous-ariete totalement geodesique donnee
que l'asymptotique desnombres de Betti. Pour etudier ce problemeon est
amere a comprendre la cohomologieL? des varietes limites \e euill ees"
M1 (= nH" danslesnotations du Theoreme2.22).

Cohomologie L? des varietes limites \eeuill ees". Fixons G un

groupe de Lie reductif reel connexede type non compact et de certre com-
pact. Soit une involution sur G et soit H G la composarte connexe
de l'identit e du groupe des points xes de . Nous supposonsque G est
la forme reelled'un groupe de Lie complexe et notons K un sous-groupe
compact maximal -stable de G. L'espacesymetrique Xg = G=K est de
courbure negative. Soit  un reseaucocompact de H. Une variete limite

\e euill ee" est un quotient nXg, nous nous interessonsdonc a la coho-
mologie L? d'un tel quotient. NousnotonsM = nXg etF = W<H .

La variete M es{/riemannienne et complete. On note C} ( kT M)
(respectivemert L2( KT M ), etc...) I'ensenble desk-formeslissesa sup-
port compact(respectivemert de carreintegrable,etc...) dansM . Le k-ieme
espacede cohomologiel ? (reduite) de M estde ni par

AN AN 2

HEM)=f 2L2 XT M):d =0g=dC} ( k 1T M) :

Un autre espacetr esproche souert consicere est I'espacede qphomologie
L2 non reduite, qui, en degre Kk, gst le quotient de f 2 L2(C *T M)

d = 0g par fd : 2 L2 ¥ 'T M); d 2 L2g, sans prendre
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d'adherence En general, cohomologiel ? reduite et non reduite sort di eren-
tes. Il y a neanmoinsegalite en degre k lorsque 0 n'est pas dans le spectre
essetiel du laplacien  sur les formesdi erertielles de degre k. Dans la
suite, \cohomologie L 2" voudra dire \cohomologie L? reduite".

Il y a une interpretation de la cohomologieL ? en termes de formes har-
moniques. En e et, notons HY I'espace des k-formes harmoniquesL? de
M N

HEM)=f 2L% T M):d = =0g

ou estl'operateur de ni initialement sur lesformeslissesa support com-
pact comme |'adjoint de d. Comme M est complete, H,(M ) est aussile

noyau L2 du laplacien = d + d. Un fait important estla decomposition
de Hodge-deRham-Kodaira :
N N N

L2 *T M)=H5M) dC§ ( X 1T M) Ci( *T M)

et de plus,
N N

f 2L% *T M):d =0g=H5M) dC}( k1T M):

On en deduit que
HE(M) = HE(M):

Vv ) \Y .
NousnoteronsC} ( nG; p)limagedeC! (M; T M) par I'applica-
tion naturelle consistart a tir eeen arriere les formesdi erertielles. Toute
forme harmonique L2 ' sur M de nit donc un elemert ‘e de
N N

Ci( nG; p)=Home( p,C'( nG;C)):

La formule de Matsushima se generalise a ce cadre (cf. [26]). L'espace
H, (M) sedecompmpseen sommedirecte :

M
H,(M) = Ho( :M); (2.5)
28,

ou nous avons note H,( : M) la -composarte de la cohomologieL 2 de
M. SiR estle degre fortement primitif d'une represetiation cohomologique

26, l'espaceHR( : M) estaussila partie de la cohomologieL? de M
qui estrepresetiee par desformes harmoniquesdans

AN

ci( nG Rp) (2.6)

V
le sqys-ensemle de C§ ( nG; R p ) constitue des elemerts de la forme
'e= ‘e X; avec's; dansla composarte isotypique C* ( nG) detype |,
l'unigue K -type minimal de . Plus generalemen, nousnotonsH, (M) la
partie de la cohomologieL? de M represeneepar desformes harmoniques
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dans(2.6). Puisquele laplacien de Hodge-deRham comnmute ala projection
sur lesK -types,on a alors la decomposition

M
HyM) = Hy(M): (2.7)

Nous notons  le K -type dual d'un K -type donne . La dualite
H,(M) H,(M) ! C (2.8)

est alors donnee par 7

DR
M

D'un autre cote, l'operateur de Hodge induit un isomorphismelineaire
H,(M) | H3e (M) : (2.9)

On en deduit un produit scalairesur H, (M)
z
((1:'2) 7! EERAN
M
Il s'agit de comprendre la cohomologieL? de M en termes de la co-
homologie (usuelle) de F = nXy. Remarquons que F est naturelle-
ment plongee dans M, par dualite elle de nit une classe\( L2-)duale"
[F12 HYe % (M) (qui peut &tre nulle a priori). Dans [18] nous deduisons
(presqueimmediatemert) destravaux de Tong et Wang [11( le theoreme
suivant.

Th eoreme 2.23. La classe[F] 2 HSG 44 (M) est non nulle si et seule-
ment si rangc(G=H) = rangc(K=(K \ H)).

Lorsque M est hyperbolique reelle ou complexe, le Theoreme 2.23 se
specialiseen : la classe[F] 2 HJ¢ % (M) est non nulle si et seulemen
Si dy dc=2 (c'est exactemen la raison de la condition | n=2 dansla
Conjecture 2.2). La topologie de cesvarietes limites est toute concerree
dansle coeur F, dansle cashyperbolique (reel ou complexe) on peut &tre
beaucoupplus precisdans le calcul de la cohomologiel 2. Il decouleainsi
destravaux [87] de Mazzeoet Philips le theoreme suivant.

Th eoreme 2.24. Si M est hypertolique reele de dimension n et F de
codimensiond, onapour 0 k 2% lisomorphisme naturel suivant :

H5(M) = H* 9(F):

Si de plus n estpair, l'espace HSZZ(M) estde dimensionin ni et I'applica-
tion naturelle H™2 4(F)1 HJ (M) estinjective.
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Alors que dans [16] avec Clozel, nous demortrons le theoreme suivant.

Th eoreme 2.25. Si M et F sont hyperboliqgues complexesde dimensions
complexesrespctivesn etn  d, ona pour 0 Kk < n lisomorphisme
naturel suivant :

H5(M) = H* 29(F):

Alors quel'espace HY (M) estde dimension in ni et que l'application na-
turelle H" 24(F)! HJ (M) estinjective.

Dans [16] nous deduisonsce Theoreme (en fait une generalisation de
ce Theoreme au groupe U(p;q) sur laquelle nous revenons plus loin) de
travaux d'Ohsawa et Takegoshi[92]. Le Theoreme 2.25 peut maintenant
etre demortr e plus directemernt, cf. Yeganefar[119.

Enn, remarquonsque Mazzeo et Philips demortrent bien plus que le
Theoreme2.24 puisqu'ils identi en t (en termestopologiques)la cohomolo-
gie L? d'une variete hyperbolique reelle geometriquemert nie. Concluons
dailleurs par une description de la cohomologiel. ? des varietes hyperbo-
liques reellesou complexesde volume ni qui decouledonc de [87] et des
travaux de Zucker [123. (On peut maintenant lire une demonstration de
cetheoremeen courbure variable dans[12(.)

Th eoreme 2.26. Soit M une variete hyperbolique (r eele ou complexe)de
dimension (reele) n et devolume ni. Pour tout entier 0 k< (n 1)=2,
on a alors l'isomorphisme naturel suivant :

HE(M) = HK(M):

SideplusM esthypertoliqguereeleet (n 1)=2 k (n+ 1)=2, alors on
aHs(M) = im(HkM) ! HK(M)), ou H, (M) designela cohomolaie a
supprt compact de M .

Les Theoremes2.24 et 2.25 decrivernt les liens entre la cohomologiede
F et la cohomologie(L?) de la variete limite. On peut y penser comme
a destheoremeslocaux qu'il faut maintenant globaliser pour relever des
classegle cohomologied'une sous-\ariete totalement geodesiquea la variete
ambiante. Avant de procedera celanousdecrivonsd'autres resultats locaux
ayant traits a la restriction (ou au cup-produit) de classesde cohomologies.

2.4 Restriction

Le problemelocal mentionne ci-dessusest la possibilte pour la restriction
d'une represeration cohomologiquede G a un sous-grouge H de cortenir
(discretemert) unerepresenation cohomologique.Ce problemea ete etudie
par di ererts auteurs citons notammernt les travaux de Kobayashi [67],
Harris et Li [56] et mon article [11]. Placons-noustout d'abord dans un
cadre gereral.
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Restriction et series discr etes. Soit G un groupe de Lie (reel) reductif
connexea certre compact et avec un sous-groupe de Cartan compact. Le
groupe G pos®de alors une serie discrete. Commercons par etudier le
probleme de la restriction des represenations de la serie discrete de G
a un sous-groupe de G. Soit doncH un sous-grouge reductif connexeferme
dans G. Supposonsque l'intersection K" = K \ H d'un sous-grouge com-
pact maximal K de G soit encoreun sous-grouge compact maximal dans
H. Le theoremesuivant sededuit immediatemert (cf. [18]) destravaux de
Li [75] et de Harris et Li, en particulier de [56, Proposition 1.2.3].

Th eoreme 2.27. Soit unerepresentationunitair e irr eductiblede la serie
discrete de G de plus bas K -type . Soit une representation de la serie
discrete de H de plus bas K -type . Supmsons que le K -type in-
tervienne dans la restriction de a K" . Alors, la representation est
equivalentea une sous-epresentation irr eductiblede jy .

Restriction de repr esentations cohomologiques. Le problemeana-
logue dans le cas de represenations cohomologiquesest en general plus
delicat, il peut neanmoinseétre ramene au Theoreme 2.27 dans un grand
nombre de casa l'aide de la correspondancetheta L2 locale. Commercons
par quelquesrappels a ce sujet.

Soit (G;G% une paire reductive duale irreductible de type | dans le
groupe symplectique Sp = Spzn(R) (nous renvoyons a l'article [58] de
Howe pour plus de precisionsconcernart cette terminologie). Soit ép le
revetemert metaplectique a deux feuillet de Sp. Etant donne un sous-
groupe E de Sp nous notons E son image inversedans ép. Dans [75)], Li
etudie la corresppndanceth@ta locale ertre les represenations de la serie
discrete de @° et les represerations cohomologiquesunitaires de &. Nous
exploitons maintenant les resultats (et methodes) de Li pour faire corres-
pondre au Theoreme?2.27 un theoremesur la restriction desrepresertations
cohomologiques.

Rappelons(cf. [58]) gu'une paire dualeirr eductible detypel estconstruite
commesuit. Soit D I'une destrois algebresa division surR (D estdoncegal
a R, C ou H, l'algebre desquaternions), munie de son involution standard

. (L'in volution  est donc triviale dans le premier caset est la conjugai-
son complexe(resp. quaternionique) dans les deux derniers cas.) Soient V
et VO deux espacesvectoriels de dimension nie sur D equipes de deux
formes -sesquilireairesnon degenerees(:;:) et (:;:)° l'une -hermitienne
et l'autre -anti-hermitienne. Soiert G et G° les groupes d'isometries res-
pectifs de (:;:) et (:;:)°. Alors (G; GY est une paire duale irr eductible dans
Sp= Spzn(R), ou

2n = dimg(D)(dimp V)(dimp V9:

Nous supposeronstoujours que la \taille" de G° estinferieure a cellede G,
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a savoir que
dimp V. dimp V% (2.10)
Nous notons en n

8 .
< SO(p;g) siG= O(p;q)

Gi=_ SU(p;g siG= U(p;q (2.11)
G sinon;

Consideronsmaintenant Ay une represettation cohomologiquede G; as-
scacieea une sous-algebre parabolique -stableq=1 udu complexi egde
l'algebre de Lie go de G;. PosonslI® = I\ go. Nous considerons dans cette
section les represetrtations cohomologiquesA veri ant la condition

1°=13  gg; (2.12)

ou I3 estune algebrede Lie compacteet g3 estdu \m &metype" quego, c'est
a dire isomorphea l'algebre de Lie du groupe desisometries de (:;:)jy:, ou
V1 estun sous-espac@&on degenere de V.

D'apres [75, Theorem 6.2], il existe une represenation © de la serie
discrete de G° telle que © admette un releve theta non trivial au groupe
€ : , dont la restriction au sous-groue G; & soit precisemmen la
represeration Ag.

Precisonsun peu ceresultat en supposart G non compact. Soit (! ;Y) la
represenation de Weil du groupe ép munie de sa structure unitaire. L'un
desdeux groupesG, GPestde type hermitien nous supposeronsgue c'est le
casde G° Soiert K et K ° deux sous-grouges compacts maximaux respec-
tifs deG et GPet M°  GPle certralisateur de K dans Sp. Puisque G n'est
pas compact, M= G° Glet (K; M9 forme une paire duale dans Sp. Et
puisque K est compact, il est bien connu que comme represenation uni-
taire dansl'espacede I-Fl,ilb ert Y, la restriction de! ate 0 sedecompose
enune sommedirecte i de represerttations unitaires irr eductibles

dete f0 La correspondancetheta estalors ;| $ . Cette correspon-
dance est connue et explicitee dans [75], chaque ; ainsi obtenue est une
represenation unitaire de plus haut poidsde M ©. Soit le plus bas € -type
de la represetiation . La represenation intervient dans la correspon-
danceduale avec M °. Notons Ole facteur direct correspondarnt dansla
decomposition enirr eductiblesde la restriction de! alk 10 Soit Ole plus
basK -typede © vue commerepresenation de €° K% °= , , La
restriction de ®ala diagonalel€® €9 KO cortient un facteur irr eductible
O dont le plus haut poids est egal a la sommedes plus hauts poids de
et ,. La represenation ©estprecisemmen le plus bas i€ “type de ©°.
Suivant Kudla [69], nousdirons que deux pairesreductivesdualesirr educ-
tibles et detype | (H;H9 et (G;GY dans le groupe symplectique Sp sort
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en balance (\see-sav") siH G et (donc) G° HO Considerons deux
telles paires en balance, ce que nous represerons par le diagramme

G HO

j J

H GO

Mettons d'abord en balancela paire (G; G9 et la paire (K ;M 9. Puisque
K est compact, la correspondancede Howe L? est classiquepour la paire
(K;M9, autremert dit la represenation Ode e f10estequivalerte a
une sous-repeseration irr eductible de la restriction de! a € f1° En par-
ticulier la represettation °de fa0 estequivalente a une sous-repesetation
irr eductible de la restriction de! a f1° Une gereralisation due a Li [75,
Theorem 4.1]du Theoreme2.27implique (puisque 1) °estunerepresera-
tion unitaire de plus haut poids et 2) la restriction de ! a &° est for-
tement L?*") que la represenation ° de €° est equivalerte a une sous-
represenation irr eductible de la restriction de °et doncde! a €° La
represenation  © intervient donc dans la correspndance de Howe L2,
D'apres Howe [60, Theorem 6.1], la represetation Ode & @€°est
alors equivalente a une sous-repesertation irr eductible de la restriction de
I a@ Gt elleintervient avec multiplicit e 1. La composarte -isotypique
Y ( ) dela represertation unitaire (! ;Y) estisomorphea Oet concide
donc avecla composarte  “isotypique Y ( 9.

On peut alors appliquer dansce contexte uneideedue a Howe [59]. Etant
donneesdeux paires reductives duales irr eductibles de type | (H;H9 et
(G; GY enbalancedansle groupe symplectiqueSpet $ O(resp. $ 9
desrepreseitations intervenart dansla corresppndancede Howe L2 pour la
paire (G; GY (resp. (H;H9). Supposonsque la represenation °de €° soit
equivalerte a une sous-repeseration irr eductible de la restriction de °a
@° La composarte “isotypique de Y( ) estalors non triviale = Y/( 0.
Mais G° et H commutent dans Sp et donc

Y( )= Y( =Y

Puisqu'enn Y( 9 = 0 la represenation de I8 est necessairemen
equivalente a une sous-repesenation irr eductible de la restriction de a
19 et intervient avecla mémemultiplicit e que °dans ©

Revenonsmaintenant au casou G = U(n; 1) ou O(n; 1) et supposonsque
G cortient un sous-grou H tel queH = U(n r;1) ouO(n r;1), plonge
de maniere usuelle (stable par l'involution de Cartan) et avecl r < n.

Soiert unerepresetation unitaire irr eductible de G et  °unerepresen-
tation unitaire irr eductible de H. Par de nition la multiplicit e de ° dans

it estle plus grandertier mtel que ; cortienne m sous-espaceisr educti-
bles 2 a 2 orthogonaux sur chacun desquelsl'action de H estequivalerte a
la represerntation . Soit V I'espacede la represenation  (c'est egalemen
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l'espacede la represenation ). Soit VO V le plus grand sous-espace
sur lequell'action deH estequivalente a un multiple de ° Soit :Vv ! V°
la projection orthogonale correspondarte. Soit K le sous-grouge compact
maximal de G et K" = K \ H. Notons Vq (resp. V9 le (g;K)-module
((h; K")-module) constitue des vecteursK - nis de V (resp. K" -nis de
V9. On a alors une application naturelle

H (gK;Vo) ! H (hK";Vp); (2.13)

obtenue en composart

H (gK;Vo) ! H (hKY;V)
0 H (h y (2.14)

! TKH VD)

ou la premiere application est obtenue en restreignart de (g;K) a (h;K ")
et la secondeest induite par la projection :Vy! VE

Dans[11] (puis dans[18] suivant I'approche decrite ici) hous demortrons
lesdeux theoremessuivant concernart la restriction desrepresenations co-
homologiquesrespectivemert dansle casunitaire et dansle casorthogonal.
Suivant I'approche decrite plus haut il sut de considerer tour a tour les
groupesen balance suivants :

U(n; 1) u@i;j) UG@j)
j i Gi2Ni+j nor)
u(r) Ul r1) u(;j)
et
O(n; 1) Sp(2i; R)  Sp(2i; R)
] j i2N;i (n r)=2):
Oo(r) O(n r;1) Sp(2i; R)

Th eoreme 2.28. SoientH = U(n r;1) U(n;1)= G ou linclusion est
l'inclusion standard et 1 r < n. Soit (i; j) un couple d'entiers naturels
tel quei+j n.

1. La restriction a H de la representation cohomolajiqgue ;; de G
contient (discretement) une representation cohomol@ique de degre
fortement primitif i+ j si etseulementsii+j n r. Elle contient
dans ce cas la representation cohomolajique h' de H avec multipli-
cite exactementegalea 1.

2. Supmsonsi+j n r. Alors, I'application naturelle en cohomol@ie

HY (g K; i) ! HY (KPS ) (2.15)

est un isomorphisme d'espaces de dimension 1.



42 NicolasBergeron

Th eoreme 2.29. SoientH = O(n r;1) O(n;1)= G ou linclusion est
l'inclusion standard et 1 r < n. Soiti un entier naturel n=2.

1. Larestriction a H de la representation cohnomolaique ; de G con-
tient (discretement) une representation cohomol@jique de degre for-
tement primitif i si et seulementsii (n r)=2. Elle contient dans

ce cas la representation cohnomolaique " deH ave multiplicit e
exactementegalea 1.
2. Supmsonsi  (n r)=2. Alors, l'application naturelle en conomolajie

Hi(gK; )! Hi(hKM; M) (2.16)
est un isomorphisme d'espaces de dimension 1.

Remarque. Le Theoreme 2.28 est essetiellement d0 a Harris et Li, cf.
[56, Proposition 1.4.2], leur demonstration utilise la nature hermitienne
du groupe U(n; 1) ainsi que le rang 1, deux hypothesessuper ues. L'ap-
proche quel'on suit ici est neanmoinstr esfortement inspireedu x6 de [56)].
D'apres une communication personnellede M. Harris peu apresla n de
redactionde leur article, Harris et Li ont d'ailleurs realisssque I'on pouvait
suivre cette approche (la corresppndancetheta duale L2) pour demortrer
le Theoreme2.28.

En considerant maintenant les groupesen balance

U(n; 1) Sp(2i; R)

J J (i2N;i  n=2);
O(n; 1) u(i)
U(n;1) U(n;1) UGi+kj+1)
j j (kI 2Ni+j+k+1 n)
u(n; 1) U@;j) Uk
et
O(n;1) O(n;1) Sp2(k + 1);R)
] j (k;1 2 N;k+ 1 n=2);
o(n; 1) Sp(2k;R)  Sp(2l;R)

on demortre dans[18] lestheoremessuivants.

Th eoreme 2.30. SoientH = O(n;1) U(n;1) = G ou l'inclusion est
l'inclusion standard. Soit (i; j) un coupled'entiers naturelstel quei+j n.

1. La restriction a H de la representation cohomolaique ;; de G
contient (discretement) une representation cohomol@jique de degre
fortement primitif i + j si et seulementsii ouj = Oeti+j n=2
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2. Supmsons par exemplej = 0 et i n=2, la representation ;g
contient alors la representation conomol@ique | H deH avec multi-
plicite exactementegalea 1, et I'application naturelle en cohomolgie

HE(giK: o) ! HI(mKM; ) (2.17)
est un isomorphisme d'espaces de dimension 1.

Th eoreme 2.31. SoientG = U(n; 1) et (i; j; k;I) un quadrupletd'entiers
naturelstel quei + j;k+1 n.

1. Le produit tensoriel des representations cohomolaiques j; et ;
de G contient (discretement) une representation de degre fortement
primitif i+ j + k+ | si et seulementsi la sommei+j+ k+1 n.
Il contient dans ce cas la representation conomolaique j+x;j+ de G
avec multiplicit e exactementegalea 1.

2. Supmsonsi + j + k+ 1 n. Alors, I'application \cup-produit"
HY (g K; i) HSGK; ) ! HT9"(GKS g+1) (2.18)
est un isomorphisme d'espaces de dimension 1.

Th eoreme 2.32. SoientG = O(n; 1) et (k;1) un couple d'entiers naturels
n=2.

1. Le produit tensoriel de deuxrepresentationscohomolaiques |, et |
de G contient (discretement) une representation de degre fortement
primitif k+ | si et seulementsi la sommek+1 n=2. Il contient dans
ce cas la representation cohomolmique ,,, de G avec multiplicit e
exactementegalea 1.

2. Supmsonsk + | n=2. Alors, I'application \cup-pr oduit"
HgK; ) H'Y(@K; )1 H(GK; ) (2.19)

est un isomorphisme d'espaces de dimension 1.

Remarque. En ce qui concernela 1-cohomologiele Theoreme 2.30 est
essetiellement demortre dans [11]. Dans ce cas special A. Valette m'a
indique la joli preuve qui gure dans cet article, il a par ailleurs de son
cote detaill e cette preuve et en a tir e desdeveloppemerts interessats dans

[117.

Sil'on veut tirer desresultats (locaux) de cette sectionou dela precederte
desresultats (globaux) surla cohomologiedesvarieteshyperboliques(reelles
ou complexes)il faut lesglobaliser, c'est ce que nous detaillons dansla sec-
tion suivante.
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2.5 Propri etes de Lefschetz

Dans cette section nous nous interessonsaux varietesde congruencec'est-
a-dire aux quotients (que noussupposonscompacts,autremert dit G aniso-
trope) nXg, ou G(Q) est un sous-groupe de congruence.Une fois
donnes deux sous-grouges de congruence ° G(Q), on obtient un
reveétemert ni

X! nXg

qui induit un morphisme injectif
H ( nXg)! H ( %Xg)

en cohomologie.Les groupesde cohomologiesH ( nXg) forment doncun
systemeinductif indexe par les sous-grougesde congruence G(Q). En
passat a la limite (inductiv e) on de nit

H (Sh°G) = lim H ( nXg): (2.20)
[

La notation ci-dessusprovient de ce que lorsquel'espaceX ¢ est hermitien,
on appelle variete de Shimura (connexe) I'espacetopologique

Sh°G = lim nXg: (2.21)

Cet espaceest entout castoujours bien de ni et estun espacetopologique
dont on peut considerer sa cohomologiede Ced et il est demortre dans
[10]] que celle-ci cencide avec (2.20). Pour ce qui nous concerne,il sera
su san t de consicerer que H (Sh°G) n'est qu'une notation pour la limite
inductiv e (2.20).

L'application de restriction et son application duale. SoitH G
un sous-groupe reductif connexede ni sur Q. On supposeque

H(R)\ K. estun sous-goupe compact maximal deH (R): (2.22)

Alors la restriction aH del'involution de Cartan de G estuneinvolution
de Cartan de H (R). On a une decomposition correspondante

h=ki pu (2.23)

avecpy = p\ h.
Considerons maintenant  un sous-grouge de congruencesans torsion
de G(Q). Le quotient S() = nXg estune variete compacte et quitte a
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passera un sous-grouge d'indice ni de , on peut supposerque l'applica-
tion naturellej : Sy( \ H)! S() estinjective. En passan a la limite
(inductiv e) surles , lesapplications] induisent I'application de restriction

res; :H (Sh°G)! H (Sh°H): (2.24)

Pour simpli er la lecture mous utiliserons la notation Sh°H  Sh°G pour

resumerque H est un sous-grouge algebrique reductif, connexe, presque

simple modulo son certre compact et veriant la condition (2.22).
L'application duale a I'application de restriction induite par j

H (Su( VH) ! H(SO)

induit, en passan a la limite (inductiv e) surles , l'application

G
:H (Sh°H)! H *de di(SKOG) (2.25)
H

\cup-pro duit avec[ShPH]" (duale a (2.24)).

Nousauronsbesoinde considerer egalemem une modi cation del'applica-
tion de restriction : l'application de restriction virtuelle. Expliquons sa
construction. Soit g 2 G(Q) et consicerons l'application naturelle jg :
(HR)\ g ! ginXy ! nXg. On obtient de cette maniere toute une
famille, parametree par g 2 G(Q), de sous-warietesde nXg - lesimages
desapplications j 4. En cohomologiecelles-ciinduisert I'application de res-
triction virtuelle v
H (S() ! H (Sk(9));

92G(Q)

ouSH(g) = (H(R)\ g ! g)nXy, et l'application de restriction virtuelle
est deduite de la famille d'applications (j4). En passan a la limite (induc-
tive) sur les , l'application de restriction virtuelle induit I'application de
restriction virtuel le Res; :

Y
Res :H (Sh°G)! H (Sh°H): (2.26)
92G(Q)

Une Conjecture tir ee de [11]. Dans[11] nousavonsenone la conjec-
ture suivante et montre qu'elle pouvait etre deduite de conjectures clas-
siquessur le spectre automorphe des groupes semi-simples(Conjectures
d'Arth ur) sur lesquellesnousrevenonsdansla partie spectrale du memoire.

Conjecture 2.3. Supmsons x eesdesdonneesSh°H  Sh°G avee H =
O(k;1) (resp.U(k;1)) et G = O(n; 1) (resp.U(n;1)), oun k 1 sont
desentiers. Alors,
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1. pour tout entier i  dy =2, I'application de restriction virtuelle

_ Y _
Res : H'(Sh°G) ! H'(Sh°H)
92G(Q)

estinjectiv e;
2. pour tout entieri  dy dg=2, I'application \cup-pr oduit avec [Sh°H ]"

s
HI(Sh°H) 1 H'*% 9 (ShoG)

estinjectiv e.

Cette conjecture renvoie tres clairemert aux Theoremesde Lefscetz
pour lesvarietesprojectives,le role dessectionshyperplanesetant joue par
les sous-arietes Sh°H . Dans le casunitaire il y a plus qu'une analogie: le
premier point de la Conjecture 2.3 auparavant conjecture par Harris et Li
[56] et demortre pour i = 1 (Oda [9]]) et pour i = 2 par eux-mémes,est
maintenant un theoreme de Venkataramana [113.

Th eoreme 2.33. Supmsons x eesdesdonneesSh°H  Sh°G avec H =
U(k;1) et G = U(n;1), oun k 1 sontdesentiers. Alors, pour tout
entier i Kk, l'application de restriction virtuelle

_ Y _
Res :H'(Sh%G)! H'(ShPH)
92G(Q)

estinjectiv e.

La demonstration consistea pensera la reunion [ 42 c(g) S (g) commea
un cycledi us dansla variete kaehleriennecompacteS() dualeauneforme
de Kaehler. Le Theoreme de Lefschetz fort pour les varietes kaehlerienne
s'applique alors et implique le Theoreme 2.33.

Il est surprenart que cette propriete \a la Lefschetz" doive encoreétre
vraie dans le cas hyperbolique reel. La raison en est pricipalemen que
son analoguelocal est le Theoreme 2.29. Le passagede ce Theoremelocal
au premier point de la Conjecture 2.3 est (conjecturalemert) rendu pos-
sible par un principe general d0 a Burger et Sarnak [28]. Celui-ci a rme
que si une represetation irreductible unitaire  de G intervient dans la
represetation reguliere droite L2( nG) pour un certain sous-grouge de
congruence G(Q) et si est une sous-repesertation irr eductible de
la restriction de a H, alors la represertation  est dans lI'adherencede
toutes les represettations intervenart dans les represerations regulieres
droites L?( nH) avec H (Q) sous-groupe de congruence.Si de plus
est isolee de toutes cesrepresenations, elle doit necessairemenintervenir
dansun L2( nH), ensuivant cette remarque precieetour atour dans[56]
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(par Harris et Li) et dans[11] et graceau Theoreme?2.29,il estalors possible
de reduire le premier point de la Conjecture 2.3 a une propriete d'isolation
pour les represenations cohomologiques.Nous revenonssur celle-ci dans
la partie spectrale du texte. Remarguonsneanmoinsimmediatemert que
cette approche et le Theoreme 2.30 permettent de demortrer le theoreme
general suivant (cf. [11]) independammen demortre par Venkataramana.

Th eoreme 2.34. Supmsons x eesdesdonneesSh°H  Sh°G avec H et
G quelonques.Alors, l'application de restriction virtuelle

Y
Res : HY(ShG) ! H1(Sh°H)
92G(Q)

estinjectiv e.

Des cas particuliers de ce theoreme se trouvent dans [96]. Remarquons
gu'une variete hyperbolique (reelle) arithm etique de dimension 6 3;7 est
assiee a la donnee d'un Q-groupe qui, d'apres la classi cation de Tits
desgroupesalgebriques,peut &tre plonge (comme Q-sous-grouge) dans un
groupe G de type U(n; 1) obtenu, par restriction des scalaires,a partir
d'un groupe unitaire sur un corps de nombre totalement reel®. Il estalors
facile, al'aide du Theoreme?2.34,dereduire la demonstration du Theoreme
2.8 (obtenu comme conequencedes travaux de Millson, Li, Li-Millson et
Raghunathan-Venkataramana) a celle du Theoreme 2.4, plus facile.

En suivant la reduction de [16, x10.2],le Theoreme 2.34 implique egale-
ment immediatemert de nouveaux resultats d'annulation du H?! a partir
du Theoreme2.5:

Corollaire 2.5. Soit G un groupe algebrique sur Q obtenu par restriction
des salaires a partir du groupe des unites d'une algebre centrale simple
B = M;(D) sur une extension quadrtique imaginaire E d'un corps de
nombre totalement reel, avec D algebre a division telle que son rang
reduit d sur E ne soit pas une puissane de 2 (par exempled impair > 1).
Alors,

H1(Sh°G) = o

Lesanaloguedocaux du deuxiemepoint dela Conjecture 2.3sort evidem-
mert lesTheoremes2.24 et 2.25. Le passagegconjectural) de cesTheoremes
au deuxieme point de la Conjecture 2.3 s'inspire de la demonstration du
Theoreme2.14: il s'agit deformer desseriesde Poincare a partir desclasses
de cohomologiel 2 non triviale dansla variete limite e euill eepour obtenir
desclassesde cohomologiessur S() puis de montrer que quitte a monter
dansla tour d'e euillage on peut supposerque cette classeest non triviale.

Plusieurs di cult essepresertent : la serie de Poincare ne corverge que
sila classede conomologiel ? consicereeestL!, cequi n'arriv e jamais pour

5Cette remarque est due a Raghunathan et Venkataramana [96].
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de la cohomologiea coe cien ts constarts ©, il faut avoir recoursa un poids
commedanslestravaux de Kudla et Millson [70, 71] puis de Tong et Wang
[109; mais la serie obtenue ne de nit plus une forme harmonique, il faut la
projeter et il n'est plus immediat que ce projete nira par €tre non nul en
montant dansla tour d'e euillage. Cette dernieredi cult eestcontournable
lorsquel'on sait la represeniation cohomologiquecorrespondante isolee.
En suivant cette approche on peut bien evidemmert redemortrer le casle
plus simple de la Conjecture 2.3 correspondart au Theoremede Millson, a
savoir que quitte a passera un revétemert ni, une sous-\ariete totalement
geadesique de codimension 1 represerte une classede cohomologie non
triviale (ce qui correspond au point 2 de la Conjecture 2.3 avec G et H
orthogonaux, k = n 1 eti = 0). AvecL. Clozel nous demortrons dans
[16], un premier casnon trivial de cette Conjecture dans le casunitaire.

Th eoreme 2.35. Supmsons x eesdesdonneesSh°H  Sh°G avec H =
U(n 1;1) et G= U(n;1). Alors, l'application \cup-produit avec [Sh°H]"

G
tHY(Sh°H) ! H3(sh%G)

estinjectiv e.

Remarquonsque dans le méme esprit les Theoremes?2.23, 2.30 et 2.32
incitent a conjecturer les resultats suivants (qui eux aussi decouleraieth
donc d'une demonstration des Conjectures d'Arth ur).

Conjecture  2.4. Supmsons x eesdesdonneesSh°H  Sh°G avee H =
O(n; 1) et G = U(n; 1), ou n estun entier 1.

1. La projection de la classe[Sh°H] 2 H"(Sh°G) dansla partie primi-
tive de la cohomolajie est non triviale si et seulementsi n est pair.

2. Pour tout entier i  n=2, I'application de restriction virtuel le

_ Y _
Res; : H"%(Sh°G) ! H'(Sh°H)
92G(Q)

estinjectiv e.

Conjecture 2.5. Supmsons x ee une donnee Sh°G avec G = O(1;n).
Soient et deuxclassesde cohomolajie de degres respectifs k et | dans
H (Sh°G) avee k + | n=2. Il existealors un elementg 2 G(Q) tel que

g )~ 60:

6Ceci explique que les resultats de Tong et Wang [110] concernent la cohomologie a
coe cien ts tordus.
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Remarque. Lorsquen est pair, il estvrai commepredit par la Conjecture
2.4, que la classe[Sh°H] 2 H"(Sh®G) est non triviale : a un niveau ni
on obtient e ectivemen le plongemert Sy( \ H) ! S() d'une variete
totalement reelledans une variete kaehleriennecompacte,la classed'Euler
du br enormaldeSy ( \ H) dansS() estdoncervoyeepar multiplication
par J (structure complexede S()) sur la classed'Euler du br e tangert
aSy( \ H) qui estnon triviale puisquen est pair.

Dans le cas hyperbolique complexe I'analogue de la Conjecture 2.5 est
conrue, c'est un theoreme de Venkataramana [113 qui se demortre de la
meme maniere que le Theoreme 2.33.

Th eoreme 2.36. Supmsons x ee une donnee Sh°G avec G™ = U(1;n).
Soient et deuxclassesde cohomolayie de degres respectifs k et | dans
H (Sh°G) avee k + | n. Il existealors un elementg 2 G(Q) tel que

g )" 60

Cycles geometriques et corresp ondance theta. Le deuxiemepoint
dela Conjecture 2.3 (et donc aussichaquecasparticulier demortr e, comme
le Theoreme2.35) est une maniere de relever certainesclassesde cohomolo-
giesd'un cyclegeonetrique ala variete ambiante. Une autre faconderelever
desclassegle cohomologiesestfournie par la theoriede la represertation de
Weil et desfonctionstheéta pour lespairesreductivesduales,c'estl'appro che
suivie par Li dans[76]. Dans une serie de papiers Kudla et Millson (cf. no-
tamment [70, 71]) d'un cote et Tong et Wang [11Q d'un autre, relient dans
certaines situations cesdeux approches: ils interpretent en e et certains
relevestheéta de formesautormorphesde maniere geometrique entermesde
formesharmoniquesdualesa dessous-arietestotalement geodesiques.Ceci
conduit a desrelations interessates entre deux typesde classesle cohomo-
logiespour lesvarieteshyperboliques (reellesou complexes)arithm etiques,
et plus generalemern pour lesvarietesarithm etiquesassaieesa desgroupes
unitaires ou orthogonaux. Si I'on ne s'interessequ‘aux conequencessur la
non-anrulation de certaines classesde cohomologie,on peut se referer au
survol de Tong [111]. Ceux-ci sort couverts par la methode generale decrite
ici.

Croissance des nombres de Betti. Le Theoreme?2.15implique qu'en
degre median les nombres de Betti des varietes hyperboliques (reellesou
complexes)croissert commele volume. Il est naturel de chercher a determi-
ner la croissancede tous lesnombresde Betti. Dansle cashyperbolique reel
la conjecture suivante est attribu eepar Sarnak et Xue [102 a Gromov (qui
etait motive par de la cohomologieLP). Elle reste completemert ouverte
en dehorsdescastriviaux n = 2 et 3.
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Conjecture 2.6. Soit S() = nH" une variete hyperholique compacte de
dimension n. Alors, pour tout entier natureli (n 1)=2 et pour tout reel
" > 0, il existeune constante C- telle que

h(S())  Cwvol(s()) *=(" Y™™

Dans [118 Xue enrendart e ectif le travail de Millson et Raghunathan
montre que la Conjecture 2.6 si vraie n'est pastresloin d'etre optimale.

Th eoreme 2.37. Soit un reseawu arithmetique standard de O(n; 1). Pour
tout sous-goupe de congruen@ ( p) et tout " > 0, il existe une constante
C- > 0 telle que pour presquetout ideal q de p,

h(S(( @) Cwvol(S((q)) '

(DD 2 poyrj= 150 [

ave = (n+l)n n 1

Il serait interessah de rendre les methodes ci-dessuse ectiv es pour
eventuellement ameliorer le Theoreme de Xue. D'un autre cote, il senble
egalemen interessah de quanti er la Conjecture 2.5 pour evertuellement
y ramener la Conjecture 2.6 (qui en decoulerait via le Theoreme de Leck
si I'on n'avait pas a translater par les operateurs de Hede). De la méme
maniere,il estnaturel de chercher a deduire d'une quarti cation du Theore-
me 2.36 |'analogue suivant de la Conjecture 2.6.

Conjecture 2.7. Soit S() = nHZ une variete hyperbolique complexe
compacte de dimension complexen. Alors, pour tout entier natureli n
et pour tout reel” > 0, il existe une constante C- telle que

h(S())  Cwvol(S()) ™"

On renvoie egalemen a l'article [121] de Yeung pour un certain nombre
de resultats autour desConjectures2.6 et 2.7.

Une methode (due a Borel et Serre[24, x3.6]) pour minorer la croissance
desnombres de Betti danslesrevetemens de congruenced'une variete de
congruenceconsistea minorer la dimension desrepresenations du groupe
de Galois du revétemert correspondart. Plus precisemmen soit = 1

p une represenation automorphe (cuspidale) du groupe adeliqgue G(A)
dont la composarte archimedienneest cohomologiqueet non triviale. Soit
p tel que G(Qp) ne soit pas compact. Alors un argumert classiqueutilisant
l'approximation forte montre que la represeration | est de dimension
in nie ésinon 1 Serait de dimension nie et donc triviale). Fixons alors
K = ", Ky un sous-groug compact ouvert de G(Af) tel que l'espace

des invariants K soit non nul et K G(Qp) compact ouvert. Etant
donneun ertier m su samment grand, consideronsla suite de sous-groupes
compacts 6"‘ K G(A¢) donne par le produit K, = KPKp(m), ou
KP =K\ 16p G(Q)) et Ky(m) estle sous-grouge principal de congruence
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de niveaum, i.e. le noyau de la reduction modulo p™. Soit (= ( pM)) =
G(Q) \ K, le sous-groupe de congruencecorrespondant dans G(Q). I
decouleimmediatemert de la formule de Matsushima que

dim(HR( m: 1)) dim( foM):

Il s'agit donc de minorer la croissancede cesinvariants. Ceci est realise
par Howe et Harish-Chandra, cf. [95]. En utilisant cesideeson peut alors
comme Rajan et Venkataramana dans [98] demortrer le theoreme suivant.

Th eoreme 2.38. Soit G un groupe semi-simplesur Q dont les points reels
forment un groupe non compact. Soit  une representation irr eductible de
dimension in nie de G(R) qui intervient discretement dans L?( nG(R))
pour un certain sous-goupe de congruen® . Fixons un entier premier p
tel que G(Qp) soit non compact. Soit ( p™) le sous-goupe principal de
congruene de niveau m dans . Alors, la multiplicit e de dans la partie
discrete de L2(( p™)nG(R)) est minoree par une constante fois p™ , ou
D estla dimension moiti e d'une orbite nilpotente non triviale minimale de
la representation adjointe sur l'algebre de Lie de G.

Dans le cas de nos groupes hyperboliques et de leurs represettations
cohomologiqueson obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.6. Soit un resau arithmetique standard de congruene
dans O(n; 1) ou U(n;1). Pour presquetout p, il existe deux constantes
c; > Otellesquepour tout sous-goupe principal de congruence de niveau
m, (p")

b(S((p™)) cvol(S(( p™)) ™ ;

Remarquons qu'une minoration des nombres de Betti peut egalemen
&tre obtenue via la methode du relevemert theta (utilis eepar Li [76] pour
demortrer le Theoreme 2.7 par exemple) : on les minore par la multipli-
cite de certaines represenations de la serie discrete dans certains \p etits
groupes" commeSL (2; R) pour le premier nombre de Betti desvarieteshy-
perboliquesreelles.Les resultats que I'on obtiendrait ainsi seraient moins
bons que le Theoreme 2.37, il serait neanmoins interessan de combiner
cette idee avec la demonstration du Corollaire 2.6 pour tenter d'ameliorer
le Theoreme2.37 et/ou d'obtenir un theoremeanaloguedans le cashyper-
bolique complexe.

3 Spectre automorphe des varieteslocalement
sym etriques
Dans cette section nous exposonsles extensions plausibles, aux groupes

reductifs generaux et aux formesdi erertielles, de la Conjecture de Selberg
relative aux valeurspropresdu laplacienoperant surlescourbesmodulaires.
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Rappelons d'abord la Conjecture de Selberg. Soit (1) = SL(2;Z2), et
(1) un sous-groupe de congruence.Le spectre discret du laplacien
dans l'espace des fonctions L2 sur la surface S() = nH? est forme
desvaleurs propres f0;( ,)n 19 oules , > 0 sort ass@ieesaux formes
paraboliques{ cf. Iwaniec [62, p. 76].

Conjecture 3.1 (Selberg). , 1.

Quelquesremarques.|l est facile de calculer le spectre (continu!) de
dansL?(H?) : il estegala [%; +1 [. La conjecture est donc que le spectre
pour lesformesparaboliquesest contenu dansle spectre limite. Par ailleurs
I'estimee , %esten general faussesi (1) estun sous-groupe, méme
arithm etique, qui n'est pas de congruence.

Rappelonsla minoration connue a la suite destravaux de Kim, Shahidi
et Sarnak:

Theoreme 3.1 ([66). n + & .

Dans [19] nous demortrons par des methodes elementaires (suivant une
idee de Kazhdan, developpee par Sarnak et Xue dans [10Z) une minora-
tion uniforme bien moins bonne mais su san te pour nombre d'applications
geonetriques.

Considerons plus generalemert un groupe simple G de ni sur Q. Soit

G(Q) un sous-grouge de congruence.l'analogue de nH? est alors
le quotient S() = nXg. Soit toujours EX(S()) I'espace des formes
di erertielles di erertielles lissesde degre k sur S(). On sait que

N

EX(S()) = Homk ( *p;C* ( nG)):

Supposonsd'abord G anisotrope, i.e., S() compact . On disposealors
sur EX(S()) du laplacien de Hodge (positif) , identi e a l'operateur de
Casimir. On peut le considerer commeun operateur non borne sur I'espace
E(kz) (S()) desformesL?. Sonnoyau est compose desformes harmoniques.

En gereral (si S() n'est pascompact), denit encoreun operateur
auto-adjoint dans E(kz) (S()), dont le noyau est donne par les formes har-
moniques [26], mais qui va possder un spectre corntinu. Rappelons que
I'espacth‘Z) desformes harmoniquesest de dimension nie et a fortiori
ferme.

Question 3.1. Fixons G=Q, et k 2 [0;dg]. Si  parcourt I'ensembledes
sous-goupes de congruene de G(Q), existe-t-il une minoration uniforme
"(G;k) > 0 du spectre de  dansl'orthogonal de HFZ) (s() 2

Dans le cascocompact, on cherche donc une minoration uniforme
"(G; k) (3.2)

sur lesvaleurs propres 6 0 du laplacien  sur les k-formes. En general on

veut que le spectrede  dans(H,)” soit cortenu dans['(G;k);+1 [.
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3.1 Le cas des fonctions

Nousconsideronsd'abord le casou k = 0; on s'interessedonc au spectre du
laplacien sur I'espaceL3(S()) desfonctions d'integrale nulle sur S(),
etant un groupe de congruence.Si G = SL(2), une minoration est donnee
par le Theoreme 3.1 (Selberg avait deja obtenu la minoration , %).
Noter que danscecas a aussiun spectre cortinu, mais l'on sait (incon-
ditionnellement) que celui ci est contenu dans[%; 1 [:cf [62 p.112].

Pour des groupes plus generaux, nous nous cortenterons en general
d'obtenir desresultats qualitatifs, sanspreciserla borne". Cecisut pour
les applications geometriques. Neanmoins, il est important de remarquer
guelesConjecturesd'Arth ur sur le spectre automorphe permettent (conve-
nablemen interpretees..) d'obtenir pour G donne les valeurs optimales
(conjecturales) desbornesinferieures" (G; k). Nous allons les preciser,par
la suite, pour lesgroupesassa@iesaux varieteshyperboliquesreelleset com-
plexes.

Revenonsa un groupe G arbitraire. Pour k = 0 et apres ertre autres
travaux ceux de Selberg [104], Jacquet-Langlands [63] et Burger-Sarnak
[28], Clozelrepond positivemert dans[40] ala Question 3.1entoute genera-
lite. Soit un groupe de congruence.et soit L3(S()) I'espacedesfonctions
d'integralenulle, i.e., l'orthogonal de H?z) (s()) =C.

Th eoreme 3.2. Fixons G=Q. Il existealors" = "(G) > 0 tel quele spectre
de dansL3(S()) , pour tout sous-goupe de congruene relatif a G,
soit contenu dans["; +1 [.

Nous allons esquissefa demonstration [40], puisque les outils de celle-ci
sort a la basedesresultats que nous decrivons ci-dessousNotons L( nG)
l'espacedesfonctions L2 d'integralenulle sur nG. C'est unerepreseration
de G; un argumert evident montre qu'elle ne cortient aucun sous-espace
isomorphea la represertation triviale.

L'action triviale de G sur les constartes correspond a la valeur propre

= 0de . Nousvoulons montrer qu'il existe un voisinage xe (j j< ")
de 0 nerencortrant pasle spectrede { mémepour variable. En termes
de represenations unitaires de G, le Theoreme 3.2 se reformule alors de
la maniere suivante (cf. Theoreme 1.1) : il existe un voisinageV de la
represenation triviale dans® tel que, pour tout sous-groupe de congruence
, le support de L3( nX) soit disjoint de V.

Princip e de restriction et demonstration du Theoreme 3.2. La
demonstration du Theoreme 3.2 repose sur une methode introduite par
Burger et Sarnak qui permet de demortrer, pour un groupe G, une pro-
priete telle que le Theoreme 3.2 par reduction a un sous-groupe plus petit
pour lequel le Theoreme est deja connu.

Nous supposeronsle groupe G simple (comme Q-groupe) dans ce pa-
ragraphe. On suppose que G n'est pas compact. Si G(Q) est un
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sous-groupe de congruence,on peut considerer dans 8 le support de la
represenation L?( nG). On note @Aut la cloture dans @ de la reunion des
supports deL?( nG) quand parcourt tous lessous-grougsde congruence
de G(Q). Noter que BGau depend donc de la Q-forme de G.

Soit H G un sous-groupe, de ni sur Q, et semi-simple. Les mémes
notions s'appliquent alorsa H.

Par ailleurs, si  est une represenation irr eductible de G, on peut la
restreindre a H et le support de j, dans # est bien de ni. Burger et
Sarnak [28] demortrent le theoreme suivant :

Th eoreme 3.3 (Burger-Sarnak). Soient 2 G, et 2 ®. Si  appar-
tient au supprt de j,, 2 Mau -

Puisquela represenation triviale 1 de G n'apparat pasdansL3( nX),
la reformulation du Theoreme 3.2 en termes de theorie desrepreserations
equivaut par de nition de Ga a:

1; est isolee dans @Aut: (3.2)

La demonstration du Theoreme 3.2 va reposersur la methode de Burger
et Sarnak. Nous utilisons la forme (3.2) du Theoreme. Supposonsdonne
un sous-grouge simple H de G tel que H(= H(R)) soit non compact et
que le Theoreme soit vrai pour H. Si celui-ci est faux pour G, on peut
trouver une suite , 2 @Aut (n 6 1) telle quer n ! 1. Alors la

represeration triviale 1y appartient al'adherencede  Supp( nj, ). Mais

n
si la represetation triviale 1y estisoleedans #?Aut , elle est necessairemen
contenue discretemen dans n;,, pourn>> 0. Ceciestimpossibled'apres
un theoreme classiquede Howe et Moore [61] si H n'est pas compact.
Nous dewons en n trouver { dans tout groupe Q-simple G { un sous-
groupe H pour lequel le Theoremesoit deja connu (et H non compact).
Nous renvoyons le lecteur a [40], puisque cette partie de lI'argument n'a
rien a voir avec les questionsabordeesdans ce memoire.

3.2 Repr esentations non isolees et reponses negativ es
a la Question 3.1

Dansceparagrapheet le suivant nousmontrons enquoi lesgroupesSU(n; 1)
et SO(n; 1) jouent un rple particulier relativemen a cesquestions. Nous
voulonstout d'abord expliquer quela reponsea la Question 3.1 est negative
en general.

Consideronsun groupe simple G anisotrope. Soit H' (S()) Il'espacedes
i-formesharmoniques.D'apresle Theoremel.1,H'(S()) sedecompseen
sous-espacerelatifs aux represenations irr eductibles conomologiques de
G telles que L?( nG). Soit 2 8 unetelle represenation. Supposons
de plus que n'est pasisoleedans 8. Soit donc , 2 ® une suite tendant
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vers . De maniere presqueimmediate (cf. [16]) on obtient le theoreme
suivant.

Th eoreme 3.4. Soient G un sous-goupe de congruen®@, unerepre-
sentation cohomolmique de G contenuedansL?( nG) et , ! dans @.
Si les representations ,, appartiennent a @Aut , la reponse a la Question
3.1 est negative pour les degresi tels queH ' (g;K; ) 6 O.

Pour un groupe donne, I'etude de la Question 3.1 sedivise donc en deux
guestions:

Question 3.2. Decrire les representationsisoleesdans @ parmi les repre-
sentations cohomolaiques.

Question 3.3. Pour G=Q donne, soit 2 & une representation cohomo-
logique non triviale et non isolee. La representation est-ele isolee dans

dgAut [ f g?

Il existe une classesimple de represetations pour lesquellesles deux
guestionsont une solution negative.

Rappelons que parmi nos groupes\h yperboliques”, SU(n; 1) a toujours
une serie discrete et SO(n; 1) a une serie discrete si et seulemen si n est
pair { ainsi, SO(2;1) SL(2;R) a une serie discrete alors que SO(3;1)
SL(2;C) n'en a pas. Une represeration  appartient a la serie discrete
si, et seulemen si, elle apparat comme sous-malule discret dans L ?(G).
Plus gereralemen, 2 8 est temp eree si elle appartient au support de
L2(G).

Th eoreme 3.5 (Borel-Wallach). Soit 2 & une representation temperee
et supmpsonsqueH (g;K; ) 6 0. Alors la cohomolajie de estconcentree
danslintervalle]q e;g+ € ouq=dg=2ete= %(rangc(G) rangc(K)).
Et reciproquement, chacun desdegres contenusdans]q e;q+ €] apparat
dansH (g;K; ), ou estune representation cohnomolgiquetemperee.

Soit maintenant  une represertation veri ant lesconditions du Theore-
me 3.5telle que H'(g;K;V( )) 6 0. Alors esttempereeet appartien t
donc au \dual automorphe" (cela decouledu Theoreme de Delorme
mertionne au x2.3) @Aut .Si ! et , appardt dansla decomposition
(continue si G estisotrope) de L?( ,nG) pour un groupe de congruenceJa
valeur propre assxiee , de verie ,! 0, etappardt dansle spectre
(peut-etre corntinu) du laplacien . On obtient donc le theoreme suivant.

Th eoreme 3.6. Soit G arbitraire, et suppsons que G n'a pas de serie
discrete. Alors la reponsea la Question 3.1 estnegativepour i 2]g e;qg+ €].

La demonstration a utilis e le Theoreme de Delorme mertionne au x2.3.
Une autre approche est due a Burger, Li et Sarnak [27] qui montrent que
siH G sort deux Q-groupessemi-simpleset 2 Ay alors le support
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de l'induite indﬁ est contenu dans @Aut . Cet article ne donne pas la
demonstration, qui est exposee dans [37]. Pour G isotrope (et H = feg,

= 1), elleimplique que estlimite de represenations dansle support de
L2( nG).

- - . . . — - - 1
Exemple. SiG = SO(n;1) avecn impair = 2m+ 1,onaq= 5= m+ 3,

e= % et la conomologiede appardt endegresfm; m + 1g.

3.3 Contrain tes locales et contrain tes automorphes

Nous revenons aux deux Questions (3.2 et 3.3) enoneesdans la section
precederte et nous allons decrire, en utilisant toute la force de la theorie
desrepresenations, deux casopposesou ellespeuvert &tre resolues.

La Question 3.2 a en fait ete completemert resolue par Vogan, dans
un article longtemps clandestin [115. Sa solution est dicile, dans [20]
nous en donnons une demonstration \ elemertaire” dans le sensque nous
n'utilisons rien de plus que la classi cation par Vogan et Zuckerman des
represemations cohomologiquesLa Question 3.3 est encoreplus profonde :
I'un desbuts du livre [16] avec Clozel est d'expliquer commernt, pour les
groupes assa&ies aux espaceshyperboliques, sa solution est implicitement
donnee par les Conjecturesd'Arth ur.

Voici tout d'abord I'enone precisde la solution a la Question 3.2 qui est
donc un casparticulier d'un theoreme[115 Theorem A.10] de Vogan.

Th eoreme 3.7. Soit une representation cohomolgique comme au x1.3.
La representation estisolee dans le dual unitaire de G si et seulement
si le couple (G;q) a les proprietes suivantes.

1. Legroupe L n'a aucunfacteur simple localementisomorphea SO(n; 1)
ouSuU(n;1) (n 1.

2. Il n'y a pas de racine imaginaire non compacte dans orthogonalea

(.
Enonconssimplemert deux corollaires (cf. [16, 18]) de ce Theoreme.

Corollaire 3.1. Si G = 0O(2;n) avec n 3, et si une representation
cohomolaigque Ay nest pas isolee, la cohomolmie de Aq napparat qu'en
degres k 5 . Et si G = O(p;q) avec p;q 3, et si une representation
cohomolaique Ay nest pas isolee, la cohomolmie de Aq napparat qu'en
dggresk p+q 3

Corollaire 3.2. Si G = U(p;g) avec p;g 2, et si Ay n'est pasisolee, la
cohomolaie de Ay nN'apparat qu'endegresi  p+q 2.

Il estclair que cesresultats ne laissert aucun espoir quant a la Question
local 3.2 pour nos groupes (de rang 1) hyperboliques. En revanche nous
allons voir que la Question globale 3.3 devrait dans ce cas admettre une
solution positive, d'apresles Conjectures d'Arth ur.
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Param etres d'Arth ur. Soit G un groupe reductif reel, nous noterons
L G le groupe dual et Wy le groupe de Weil de R, cf. [74, 22, 16].
Un parametre d'Arthur pour G est un homomorphisme

“Wg SL(2;C)! 'G (3.3)

tel que
(i) Le diagramme

We ! LG
&
Gal(C=R)

est commutatif.
(i) Larestriction jsi(2.c) estholomorphe( algebrique).
(iii ) L'image de jw, estdadherencecompacte.

On deduit de un \param etre de Langlands"

" WR! LG
w2 0 (3.4)

l .
w 7! w; 0 jwj 1=

ou, pour w 2 Wg, jwj estla valeur absoluede I'image dew dansR .

D'apresLanglands[74], le parametre ' de nit une represenation dela
forme interieure quasi-deployee G du groupe G. Soit h une sous-algebre
de Cartan de g. Rappelons que le certre de Z de l'algebre envelopparte
U(g) degs'identie aS(h)V, W etant le groupe de Weyl W (g; h). Puisque
lesgroupesG et G ont la mémecomplexi cation, le parametre' de nit
un caractere in nit esimal, i.e. un elemert de h =W (pour tout choix de
h). Dans [16], nous utilisons alors la formulation tres faible suivante des
Conjecturesd'Arth ur :

Conjecture 3.2. Siunerepresentationirr eductible deG apparat (faible-
ment) dansL?( nG) pour un sous-goupe de congruene, son caractere in-
nit esimal  estassaie a un parametre d'Arthur '

Dans le cas de nos groupes hyperboliques, nous montrons dans [16] les
deux propositions suivantes.

Prop osition 3.1. Soit \yne reprg,sentation unitair e irr eductiblede G =

U(n; 1) telle que Homg ( P p* 9p : ) 6 0 dont le caractere in -

nitesimal est ass@ie a un parametre d'Arthur. Alors soit la valeur propre
de l'operateur de Casimir dansH verie :

=[n a B*> [n a b 2k?

h i
. N +b :
poura pb g (p 9 (@ b2f 1,01get0 k 2B sojt
elleest>[n p >
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Prop osition 3.2. Soit ne representation unitair e irr eductiblede G =
O(n; 1) telle que Homk ( Pp; ) 6 0 dont le caractere in nit esimal est
asseie a un parametre d'Arthur. Alors soit la valeur propre  del'operateur
de Casimir dansH verie :

pour un entier 0 k "% p, soitelleest> 21 p 2,

La Conjecture 3.2 implique donc en particulier la conjecture suivante.

Conjecture 3.3. Soit G un groupe Q-algebrique de type hypertolique.
1. Si G = O(2n; 1), alors pour tout entier natureli n,

'( NXg) max(2n 2i 2;%)>O:

2. Si G = O(2n + 1;1), alors pour tout entier natureli n 1,
'(nXg) 2n 2 1>0
3. Si G = U(n; 1), alors pour tout entier natureli n,
'( nXg) max(4(n i 1);1)> 0

Ici | designela premiere valeur propre non nulle du laplacien de Hodgesur
les formes di erentielles de degre i et est un sous-goupe de congruen@
quelonquede G.

Une version \g eonetrique” a aiblie de la Conjecture 3.3 fournie une
reponse (conjecturale) optimale (d'apresle Theoreme 3.6) a la Question
3.1:

Conjecture 3.4. Soit G comme dans la Conjecture 3.3. Alors, pour tout
entier naturel i dTG 1il existe une constante strictement positive " (G; i)
telle que pour tout sous-goupe de congruen® dansG,

1( Xg)  "(Gi):

La Conjecture 3.3 est bien s0r beaucoupplus precise,elle joue un rple
analogue par rapport a la Conjecture 3.4 a celui que joue la Conjecture
de Selberg par rapport a la Conjecture (demortree par Clozel). Nous
pensonsque la Proposition 3.1 est optimale, a cortrario la Proposition 3.2
ne l'est pas, dans [16] nous precisonsd'ailleurs celle-cidansle casp = 0
(spectre sur les fonctions) ce qui nous permet de ramener a la Conjecture
3.2 la conjecture suivante due a Burger et Sarnak.
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Conjecture 3.5. Soit M une variete hypertolique de congruene de di-
mension n. Lesvaleurs propresdu laplacien sur les fonctions de M appar-
tiennent a I'ensemble:

foon 2;2n 6;3n 12:::;(n 1)2=4g[ [(n 1)°=4;,+1 [

Au vu du Theoreme 3.7 nos groupes hyperboliques jouent un rdle par-
ticulier par rapport a cesquestions,dans [20] nous precisonsce rdle. Nous
commerconspar enoncerune reponseconjecturale complete a la Question
3.1:

Conjecture 3.6. Soit G un groupe semi-simple algebrique sur Q. Soit
une representation cohomola@ique comme au x1.3. La representation  est
isol ee dans

f g[ @Aut

desquele sous-goupe deLeviL G, assaie a la sous-algbre paratolique
g, a un centre compact. C'est en particulier toujours le caslorsquerang(G)
= rangc(K ), autrementdit lorsque G possde une serie discrete.

Nous conjecturons de plus que la Conjecture 3.6 est optimale au sens
faible suivant : le type reelde G etant x e, il devrait exister une Q-forme
de G telle quela represeration cohomologique soit contenue et non-isolee
dans @Aut .

Dans [20], nous ramenonsla Conjecture 3.6 aux Conjectures d'Arth ur
(une version plus generale que la Conjecture 3.3). Nous en reduisonsegale-
ment une grande partie a I'etude desgroupesO(n; 1) et U(n; 1). L'id eeest
la encored'utiliser un princip e de restriction a la Burger et Sarnak. En ce
gui concernenos groupeshyperboliquesun tel princip e etait deja demortre
dans[16]. Commerconspar intro duire pour chaquereel strictement positif
", I'nypotheseHP sur le groupe G :

si estdansle p spectre automorphe de G; alors:
l.soit =(¢ k)? (¢ i)?aveck=0;:::;peti=

HP
2 ki el
2. soit (e p? "%
lci ¢ = %224 avecd = 1dansle casreelet d = 2 dansle cascomplexe.

Remarquonsque les Conjectures d'Arth ur prewoient que, pour un groupe
G comme ci-dessus,chaque hypothese Hj est vraie pour p [ c]. Les
hypothesesHP sort donc des approximations aux Conjectures d'Arth ur
pour le groupe G. Lorsque" estsu samment petit, cesapproximations sort
en general plus precisesque la Conjecture 3.3. Le princip e de restriction
est alors le suivant :

Th eoreme 3.8. SoientH G deuxgroupes Q-algebriquescomme dansla
Conjecture 3.3 et du méme type. Supmsonsque H veri e I'hypothese HP
pour un certain reel™ > 0 et pour tout entier naturelp [ {].
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Alors le groupe G verie les hypothesesH”G .+ pour tout entier na-
turelp [ HI]

Ce principe et le theoreme suivant nous permettent dans[16] d'obtenir
une premierereponse(positive) generalea la Question 3.1 dansle cask = 1
et lorsqueG U(n; 1) (cf. Theoreme 3.10 plus bas).

Th eoreme 3.9. Si G estun groupe comme dans la Conjecture 3.3 avec
G = U(2; 1), alors la Conjecture 3.4 est vraie pour G, avee "(G;0) = % et
"(Gi1) = .

En fait ceresultat est essetiellement contenu dans l'article [56] de Har-
ris et Li. On en donne une preuve complete dans [16]. Celle-ci utilise la
theorie des represettations, il s'agit d'abord d'exploiter les resultats de
Rogawski pour relever certaines represertations automorphesde G a des
represemations automorphes de GL (3) auxquelleson peut ensuite appli-
quer une estimee vers la Conjecture de Ramanujan demortr ee par Luo,
Rudnick et Sarnak [84].

Les Theoremes 3.8 et 3.9 nous permettent de demortrer dans [16] le
theoreme suivant.

Th eoreme 3.10. Si G est un groupe comme dans la Conjecture A ave
G = U(n; 1) (et quelquesconditions techniquessuppkementairessi n+ 1 est
une puissan@s de 2), alors la Conjecture 3.4 est veri ee par le groupe G
pouri= Oetl ave "(G;0)=2n 1let"(G;1)= 10011

Remarquonsen n (cf. [11, 18]) quela Conjecture 3.4 (et donclesConjec-
tures d'Arth ur) impliquent les Conjectures2.3,2.4 et 2.5.

Existence de valeurs propres exceptionnelles. Nous avons rappele
au x3.2 que, dans [27], Burger, Li et Sarnak montrent que l'induction
presene lesduaux automorphes.En particulier le support de la represena-
tion L2(HnG) (egalea l'induite de H a G de la represenation triviale de
G) est contenu dans le dual automorphe de G. A l'aide de la formule de
Plancherel pour lesespacesyperboliques,cf. Faraut [48], Burger et Sarnak
[28] montrent qu'en la supposart vraie, la Conjecture 3.5 est optimale.
Nous exploitons cette mémeideedans|[7] pour donner un crit ere geone-
trique d'existence de petites valeurs propres du laplacien sur les fonctions
dansun revetemert ni d'une variete hyperbolique donnee.
Remarquonsen n quela Proposition 3.1 et la Conjecture 3.2 impliquent
une conjecture beaucoupplus forte que la Conjecture 3.3 pour tout groupe
G du type U(n; 1). Nous pensonsque cette conjecture est optimale dansle
meémesensque la Conjecture de Burger et Sarnak est optimale. La grande
di erenceest que nous considerons cette fois tout le spectre automorphe
et non seulemen le spectre sur les fonctions. Bien que nous ne sadions
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pas montrer que cette conjecture est optimale, nous montrons dans[16] le
resultat suivant. ’

Th eoreme 3.11. Soit G un groupe algebriquesur Q obtenupar restriction
des salaires a partir d'un groupe unitair e sur un corps de nombres et tel
que G = U(n; 1). Soient a;p;q; k desentiers veri ant

{0 a pg n;

{p g2f 1,0,1g;

{ 0 k n_2a 2a .
Alors, le dual automorphe @Aut deg oontlevt une representation unitair e
irr eductible de G telle queHomg ( P p ; ) 6 0etdontla valeur

propre de l'operateur de Casimir dans H est egalea

(n 2a)? (n 2a 2k)*

Notre Conjecture 3.6 est la reponse(conjecturale) approprieea la Ques-
tion 3.1 generale, elle senble a lors actuelle assezinaccessible Remarquons
neanmoins que dans le cas des groupes unitaires U(p;qg) nous ramenons
celle-cidans [16] a une conjecture de changemen de base{ generalisation
naturelle du travail de Rogawski [10q pour U(2; 1) aux groupesU(p;q). Au
vu desreceries avanceesde Laumon et Ng6 concernan le lemme fonda-
mental pour les groupes unitaires, on peut donc esperer voir la conjecture
suivante demortr eedans un futur pastrop eloigne.

Conjecture 3.7. Si G = U(p;0), la reponsea la Question 3.1 est toujours
positive.

4 Cohomologie des varietes arithm etiques

Les varietes arithm etiques qui nous preoccupert ici sort principalement
cellesassaieesa l'un desgroupesclassiquesO(p;d), U(p;d), Sp(p;d), GSp,
ou O (2n). Commerconspar decrire leurs represettations cohomologiques.

Le cas G = U(p;q). Soiert p et q des ertiers strictement positifs avec
p get

AB . 1, 0 1, 0

6= 9= ¢cp ‘9 0 1, 95 0o 1,

(4.2)
ouA2 M, ,(C), B2M, 4(C), C2 Mg p(C) et D 2 Mg ¢(C). Le rang
reelde G estalors p et le sous-groupe

A O

K = g= 0 D

2G :A2U(p; D2U(q)

71l est certainement posssible d'obenir un resultat optimal par relevement théta a
partir de groupes unitaires plus petits.
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est un sous-groupe compact maximal dans (.
Rappelonsque la multiplication par i = 1 induit une decomposition

p=p° p:

L'algebre de Lie g est bien evidemmen M, g (p+q(C), et I'on voit ses
elemerts sousforme de blocs commedans (4.1). On a alors,

pt = 8 % avecB 2 M, 4(C)
et
p = g 0 avecC 2 My p(C)

Soit E = CP (resp. F = C9) la represemation standard de U(p) (resp.
U(q). Alors, commerepresenation de K¢, pt = E F .

Dans[14] nousavons parametre lesrepresenations cohomologiquesde G
par certains couple de partitions. Rappelonsqu’'une partition est une suite
decroissame  d'entiers naturels 1 ::: i 0. Lesertiers 1;:::;
sort desparts. La longueur I( ) designele nombre de parts non nulles, et
le poidsj j, la sommedesparts. On se soucie peu, d'ordinaire, des parts
nulles : on se permet en particulier, le casedear, d'en rajouter ou d'en
oter. Le diagramme de Youngde , que I'on notera egalemen , s'obtient
en superposart, de haut en bas, deslignes dont I'extr emite gauce est sur
une mémecolonne,et de longueursdonneespar lesparts de . Par symetrie
diagonale,on obtient le diagrammede Youngde la partition conjuguee que
I'on notera

Le diagrammede Youngde la partition = (5; 3; 3; 2) et de saconjuguee
sort donc:

[ ]

et

Soiert et deux partitions telles que le diagrammede cortienne
ce que nous noterons . Notons = le complemertaire du diagramme
de dansceluide :c'estune partition gauchesondiagrammeestun dia-
gramme gauche Dans la pratique les partitions  que nous rencortrerons
serort inclusesdans la partition rectangulairep q= (ﬂ; {z?) = (qP), le

p fois
diagrammegaudep o= estalorsle diagrammede Youngd'une partition
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auquel on a applique une rotation d'angle ; nous noterons " cette parti-
tion, la partition complementairede dansp q. Par exemple,la partition
= (5;3;3;2) estincluse dans le rectangle 5 5, et dans ce rectangle,
"= (5,3;,22).
Nous dirons d'un couple de partitions (; ) qu'il est compatible (compa-
tible dansp g en casd'ambiguite) si

1. on a la suite d'inclusion p q,et
2. le diagramme gauche = est une reunion de diagrammesrectangu-
lairespi  ¢,i= 1;:::;m nes'intersectart qu'en dessommets.

Les resultats de Parthasarathy, Kumaresan et Vogan-Zukerman men-
tionnesplus haut a rmen t alors que I'ensenble des classesd'equivalences
de represettations cohomologiquesde G est

fA(; ) : (; ) estun couplecompatible de partitions g;

ou

P
C sik=R:=jj+jr= M pig;

et plus generalemen
!

N
H*(gK;A(; ) = HE R U(pi + g)=(U(pi) U(g)):;C

i=1
Ici U(pi + g)=(U(pi) U(g)) estla grassmanniennedes p;-plans dans
Chitd

La represenation triviale correspond au couple (O;p Q) et le degre R

correspondarnt estevidemmern egala 0. On retrouve que la cohomologiequi
lui correspond estla cohomologiedu dual compact Yg = U(p+ q)=(U(p)
U(q)) de Xg. Il estbien conru (cf. [51] par exemple)qu'une basede celle-ci
est parametree par les partitions p g NotonsfC : p Qg une
telle baseavec C;«y (resp. C()) correspondarnt a la k-iemeclassede Chern

du br e tautologique (resp. quotient) au-dessude la grassmannienne)be.

Les represerations cohomologiquesappartenarnt a la serie discrete sort
cellesqui verient = . Enn, remarquonsque le \t ype de Hodge" de
la classede cohomologiefortement primitive de A(; ) est(R*;R ) =
(j J;i™D- NousnoteronsH * la A(; )-composarte de la cohomologiede
degre R (composarte fortement primitiv e).

Le Theoreme 3.7 impliqgue qu'un certain nombre de cesrepresetations
sort isoleesdans le dual unitaire de G. Il implique plus precisemmen le
corollaire suivant (cf. [16]).

Corollaire 4.1. Soit (; ) un couple compatible de partitions dansp ¢
avee = =(pr ) ::: (Pm Gn)- Alors la representation A(; ) est
isolee dans le dual unitair e de G si et seulementsi
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1. mini(pi;g) 2 et

2.si = > i (i=1;:::;p) alors 1 = | (ou nous adoptons
exeptionnellement ici la convention que ps1 = pa1 = 1)
On peut visualiser le point 2. : il signie que et n'ont aucun angle

J ou r en commun. En particulier, lesrepresetiations A(; ) telles que
= (qui sort exactemen les represerations cohomologiquede la serie
discrete) ne sort jamais isol ees.

Le cas G = O(p;q). DansceparagrapheG = O(p;q) et Go = SO(p;d)o,
ou p et g sort desertiers strictement positifs. Le rang reelde G est donc
min(p;g). On a

- 4- A B _ :
G= g_ C D g 0 1q g_ 0 1q ’ (42)

ouUA2M, »(R), B2M, ¢(R), C2 Mg o(R) etD 2 My 4R). Et,

K= g= 5 0 2G:A20(p):D20(®q :

avec Ky = SO(p) SO(q) la composarte connexede l'identit e dans K .
L'involution de Cartan estdonneepar x 7! 'x. On a alors,

p= tg % : B2 M 4(C)
Soit E = CP (resp. F = CY) la represenation standard de O(p;C) (resp.
0(q; C)). Alors, commerepresenation de Kc, p=E F .

Dans[19], et toujours a partir desresultats de Parthasarathy, Kumaresan
et Vogan-Zukerman, nousmontrons quel'ensenble desclassesd'equivalen-
cesde represenations cohomologiquesde G est alors

fAC) & (s ’\) estun couple compatible de partitions 8g;

ou les signes 1 et , correspondert au fait que pour nous une classe
d'equivalencederepresetations cohomologiguesorrespond a unerepresen-
tation du groupe Gq et que certainesrepreserations A( ) du groupe G se
restreignert au groupe Gg en une sommede 2 ou 4 represertations (coho-
mologiques)irr eductibles. On peut oublier tout cecidansle reste du texte.
Remarquonsqu'une partition orthogonale verie que sondiagramme
gaudhe assaie = s'ecrit comme une reunion de diagrammes rectangu-

laires: (a1 b1) i (@m bm) (Po @) (Bm bw) ::: (& b). Les

8Nous dirons dorenavant d'une partition telle que le couple (; ") soit compatible,
gu'elle est orthogonale.
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groupesde (g; K )-cohomologiede A( ) ; secalculert alors de la maniere
suivante :
C sik=R:=j|;

K K - 1) —
HIGKIACY )= o sik<r;

et plus generalemen

H (g KA ) 1) 0
= H¥ R(O(po+ ®)=(O(po) O(tp)) "2 U(a + B)=(U(a)) U(h));C):

Nous noteronsH la A( )-composarte de la cohomologiede degre R.
Dans ce casle Theoreme 3.7 implique le corollaire suivant (cf. [18]).

Corollaire  4.2. Soit P g une partition orthogonale avec = =

(a2 ) 0 (@m bn) (o @) (@m  bn) it (an by). Alors
lesdi erentesrepresentationsA( ) ? asseieesa sont soit toutes isolees
dansle dual unitair e de SOq(p;g) soit toutes non isolees.Elles sont isolees
si et seulementsi

1. minj(a;h) 2, et

2. s0itpo;p 2etpp+ g 5, soit pogp = 0, et

3. et” nont aucun angIeJ ou r en commun.

Le cas G = Sp(p;q). |l estsimilaire au casdesgroupesunitaires. Rappe-
lons juste qu'en utilisant l'identi cation classiqueertre I'algebre des qua-
ternions H et C?, on a:

80 1 9
3 A 0 S0 2
K = %0 B O T§_ A 2 u(p); B 2 u(q); T
T3 S 0 A 0A " S2Symp;C); T2SymqC) 3’
' 0 T 0 B '
80 1 9
5 0O M 0 X 2
_ tM 0 X 0 § _ T
po—g% o X o VA S MiX 2 M, q(C)g.

X 0 ‘™M 0

Comme dans le casunitaire [14] il n'est alors pasdicile de montrer que
I'ensenble desrepresertations cohomologiquesde G est
ACG ) (; ) estun couple compatible de partitions et
/' i=0;1(toujours = 1si ,>0o0u 1= 0

ou

_ o P
C sik=R:=pg+jj+j%=2pq " pg;
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et
8
< ke n-— PO Pat]jsin
C sik=R:=
H¥(g; K A Do) = | 2pq 2 (L, PiGS
0 sik< R;

et plus generalemen
!

¥
H¥(gK;A(; )1)= HK R U(p + g)=(U(p) U(g));C
i=1

et
HY(g K;A(; Do)
=" Sp(p+ qw)=(Sp(P1)  Sp(ch)
M, U(p + g)=U(p) U(g));C :

Dans ce casle Theoreme 3.7 implique le corollaire suivant.
Corollaire 4.3. Soit (; ) un couple compatible de partitions dansp ¢

avee = = (pr d) i (Pm  On). Alors la representation A(; );
(i = 0;1) estisolee dans le dual unitair e de G si et seulementsi

Lpy;on Lprtw 3,sii=0etp;qn 2 sinon,
2. minj o(pig) 2 et
3. et nont aucun angIeJ ou T en commun.

Le cas G = GSp,. Dans ce paragraphe G = GSpp, ou p est un ertier
strictement positif. Rappelonsalors que

A B 0 1 0 1
G=¢= ¢ p 2UPP:'9 g &= g 4

Et K estle groupe U(p) plonge dans G via l'application

k O

K7 1

Dans l'algebre de Lie complexeg, on a:

pt = 8 0 avecB 2 M, ,(C) symetrique
et
_ 0 0 .
p = c 0 avecC 2 M, ,(C) symetrique

NotonsE = CP la represetation standard de U(p). Alors, commerepresen-
tation de K¢, p* = sym?(E). De la meémemaniere,p = syn?(E ).

Nous dirons d'une partition — gu'elle est symetrique si = . Remar-
quonsquesi(; ) estun couplecompatible de partitions symetriquesdans
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p p, le diagramme gauche = est symetrique et s'ecrit donc (a;  by)
o0 (am bn) (po po) (b am) ::: (b ai) pouruncertainm 1
et desentiers aj, i letpy 0. Etant donne une partition symetrique
p p, nousnoterons * la partition ( y;:::; ;) oupouri=1;:::;p
o= dfl i @2 g
= max(0; ; i+ 1):

Nous noterons le diagrammede Young p (p+ 1) obtenu enrajoutant
une casea chaque ligne intersectart la diagonale. Remarquonsalors que
j | estnecessairemenpair egala2j *j. Si(; ) estun couplecompatible
de partitions symetrigues p pdont le diagrammegauce asscie = =
(@ b) v (@m bBn) (P pPo) (bm am) 0 (b &), nous
noteronsenn (= )* le sous-diagrammegaude egala (pp po) (bm
am) 11 (b &)

Lesresultats de Parthasarathy, Kumaresanet Vogan-Zudkermana rmen t
alors que I'ensenble desclassesd'equivalencesde represenations cohomo-
logiquesde G est

fA(; ) : (; ) compatibleet ; symetriquesg;
ou . S A

HY(gGK;A(; ) = g z:tzg;::] J= 7
et plus generalemen

H (G KGAC ) ,

- !
= H* R Sp(po)=U(po) ~ U(a + b)=(U(a) U(h));C :
i=1
Dans ce casle Theoreme 3.7 implique le corollaire suivant.

Corollaire 4.4. Soit (; ) un couple compatible de partitions symetriques

dansp pave = = (a; b)) i (@m bw) (Po po) (b am)
(b a;). Alors la representation A(; ) estisoleedansle dual unitair e de
G si et seulementsi

2. et nont aucunangle |ou[ encommun.

Le cas G= O (2p). Dansce paragrapheG = O (2p), ou p estun ertier
strictement positif. Rappelonsalors que

A B 0 1 0 1
G= g= c b 2U(p;p) : ‘g 1, 6’ g= 1, C’)) (4.4)
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Et K estle groupe U(p) plonge dans G via I'application

k 0
K7L 5

Dans l'algebre de Lie complexeg, on a :

+

0B
N 0 0

avecB 2 M, ,(C) antisymetrique

et
0

P= co
Notons E = CP la repr@semation standard de U(p). AIorchomme repre-

sentation de K¢, p* = 2(E). De la mémemaniere,p = 2(E ).
Etant donnee une partition symetrique p p, nous noterons la

avecC 2 M, ,(C) antisymetrique

i =i @2 gj
max(0; i i):

Nous noterons le diagramme de Young p p obtenu en soustrayant
une casea chaqueligne intersectart la diagonale.Remarquonsalors quej |
est necessairemenpair egala 2j j.

Lesresultats de Parthasarathy, Kumaresan et Vogan-Zukerman decrits
plus haut a rmen t alors quel'ensenble desclassed'equivalencesde repre-
sentations cohomologiquesde G est

fA( ; ) :(; )compatbleet ; symetriquesg;
ou ‘
C sik=R:=j j+j" ]
Kfn K- . _
HUGKGAC 5 D= g siks< R;
et plus generalemen

HYGKAC 5 ) g
= HK R(0(2po)=U(po) ~ 1, U(ai + b)=(U(a;) U(h));C):

Dans ce casle Theoreme 3.7 implique le corollaire suivant.

Corollaire 4.5. Soit (; ) un couplecompatible de partitions symetriques
dansp pave = =(a; b)) i (@m bm) (Po po) (bm am)
(b a;). Alors la representationA( ; ) estisoleedansle dual unitaire
de G si et seulementsi
2. si et ne sont pastous les deuxtriviaux et nont aucun angIeJ
ou|[ encommun.
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4.1 Theoremes d'ann ulation et de non annulation de
la cohomologie

La methode la plus generale pour attaquer les Questions 1.1 et 1.2 passe
par de remarquablesfonctorialit es decouertes par Burger, Li et Sarnak
dans[27] et [28] :

1. SiH G sort deux Q-groupes semi-simpleset si 2 Bay alors
toute represertation dans le support de l'induite indﬁ appartient

au dual automorphe Gpy; .

2. SiH G sont deux Q-groupes semi-simpleset si 2 @Aut alors
toute represenation dansle support de la restriction ;; appartient

au dual automorphe By .

Commercons par exploiter la premiere fonctorialit e en prenant pour
la represettation triviale 1y de H. Alors ind§ = indj 1y = L2(HnG).
Toute represenation de la serie discrete de HnG (i.e. toute represenation
intervenart discretemert dans la represenation L?(HnG)) appartient au
dual automorphe @Aut . Comme le remarquert Burger, Li et Sarnak, une
represenation cohomologique isol ee deG intervenart dansla seriediscre-
te de HnG pour un certain sous-grouge H comme ci-dessusintervient
alors dans la cohomologie(L?) de S() pour un certain sous-grouge de
congruence G(Q). Dans[20] nous precisonsun peu ceresultat : il n'est
pasdicile deverier qu'il sut enfait quela represeration soit isolee
sous la condition d = 0. Cette condition correspond a cequela forme har-
monique correspondante soit isoleeparmi lesformesdi erertielles fermees.
Precisonscette de nition. Soiert ( ;V ) une represemation irreductible
unitaire de G et VK Il'espacedesvecteursK - nis de la represenation et

;i1 CI( )= Homg (' vK) ' ci*i( )

le complexecalculart la (g; K )-cohomologiede . Une represenation coho-
mologiqueAq de G, de degre primitif R = R(q), estisolee sousla condition
d = 0 si elle est isolee de I'ensenble des represettations irr eductibles uni-
taires telles que Im(dr) = 0. Dans [20], nous caracterisons completemert
les represettations cohomologiquessoleessousla condition d = 0. et nous
montrons :

Prop osition 4.1. Soit une representation cohomolajiquede G apparte-
nant a la serie discretede H nG. Supmsonsde plus isol ee sous la condi-
tion d = 0 dans Bay . Il existe alors un sous-goupe de congruene@

G(Q) tel quela representation intervienne discretementdansL?( nG).

Par ailleurs (et c'est la raison profonde derriere le Theoreme 2.23)
l'espaceG=H possde une serie discrete si et seulemen si rang:(G=H) =
rangc(K=(K \ H)), cf. [50]. Et dans ce casil existe une represenation
cohomologiqueappartenart a la serie discrete.
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Appliqu eestour atour aux couples(U(p;q r) U(r); U(p;), (O(p;q
r) O(r); O(p;d)). (Sp(p;d r) Sp(r); Sp(p;a)) et(G(Spp r Spr); GSpy),
(O (2p 2r) O (2r);0 (2p)), cesremarquesimpliquent lesreponsespar-
tielles suivantes a la Question 1.2, cf. [20].

Th eoreme 4.1. 1. Soit G = U(p;q) avee p 2. Alors la reponsea la
Question 1.2 est positive pour chacune des representations
A(rP)i((@ PN, 0 r o2

2. Soit G = O(p;q) avec p 2. Alors la reponse a la Question 1.2 est
positive pour chacunedesrepresentationsA((r?)), 0 r =2

3. Soit G = Sp(p;q) avee p 2. Alors la repnsea la Question 1.2 est
positive pour chacune des representations A((0); ((q  2r)P))o, O
r o2

4. Soit G = Sp,. Alors la reponse a la Question 1.2 est positive pour
chacunedesrepresentationsA((p";r° ");p @,0 r p.

5. Soit G = O (2p). Alors la reponsea la Question 1.2 est positive pour
chacunedesrepresentationsA((p";r* ") ;(p q ),0 r p L

Peter Sarnak m'a signale que dans une suite a [27] encoreen gestation,
Burger, Li et Sarnak applique cette methode (sansla Proposition 4.1) a
I'etude des Questions 1.1 et 1.2 dans le cas des groupes exceptionnels,la
methode ci-dessusdonne les meilleurs resultats connus a lors actuel.

Revenonsa I'etude des groupes classiques: dans ce cas la methode la
plus e cace pour construire desformesautomorpheset en particulier pour
repondre aux Questions1.1 et 1.2 senble &tre la formation de seriesthéta,
ou, entheoriedesrepresertations, |'utilisation dela theoriedu releve theta.
Rappelonsbrievemert commert celle-cifonctionne.

Relevement theta. Soit k un corps de nombre totalement reel et soit
(D; ) une k-algebre a involution de l'un destrois typessuivants :

8
< k; casl;
D = . une extensionquadratique F=k; cas2, (4.5)
une algebre de quaternion de certre k; cas3;
et
< id; casl;
=  linvolution de Galois de F=k; cas2; (4.6)
I'in volution standard; cas3:

Soiert V et V°deux espacesectoriels de dimension nie sur D equipesde
deux formessesquilireairesnon-degenerees(:; :) et (:;:)% l'une -hermitienne,
l'autre -anti-hermitienne. Le k-espacevectoriel W = V  p VPestalors na-
turellement muni d'une forme symplectique

bt = troo (50 (5)°)
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ou trp-x designela trace usuelle de D sur k. Notons Sp(W), G et G°
les groupes d'isometries respectifs de h;:i, (:;:) et (:;:)% Alors (G;G9 es
une paire reductive duale irr eductible de type | dans Sp(W). Supposonsle
groupe Sp(W) compact a toutes lesplacesal'in ni de k saufune et notons
Sp le groupe reel (non compact) en cette place. Nous noterons egalemen
G et GY les sous-grouges reelsde Sp correspondarts. Notons en n ép le
revetemert metaplectique a deux feuillets du groupe symplectique Sp et €,
&P lesimagesinversesrespectivesde G et G° dans ép. Commedanslintro-
duction, et apresrestriction desscalairesde k a Q, nous pouvons parler du
dual automorphe de Sp. Traduits en cestermes, Howe montre, entre autres
choses,dans [58], que la represenation de Weil (ou represenation de I'os-
cillateur harmonique) ! du groupe ép appartient au dual automorphe de
ép. Considerons maintenant deux represerations respectives et °de G
et GO Les deux represenations et ©sort dites duales pour la corres-
pondance locale, note %= (), sila represenation Cde & &°
estequivalente a une sous-repeseration irr eductible de la restriction de!
a® @&° Dans[75], Li montre que si  est une represertation de la serie
discrete de G \su sammen t reguliere" (cf. [75]) et sidimpV  dimpV©
alors 9 admet un releve theta non nul a &. La represenation correspon-
dante = ( 9 estunerepresenation cohomologiqueexplicitement decrite
dans[75].

Dans[76] Li verie que dansun grand nombre de casla corresppndance
estglobale.Cequi lui permetde demortrer le theoremesuivant (le groupe G
est toujours commeci-dessus)en relevant desrepresetiations appartenart
a la seriesdiscrete de G°.

Th eoreme 4.2. 1. Soit G = U(p;q). Alors la remnse a la Question
1.2 est positive pour chacunedesrepresentationsA(; ), avee =
rectangle de perimetre > p+ q.

2. Soit G = O(p;q) avec p+ q pair. Alors la reponsea la Question 1.1 est
positive pour chacunedesrepresentationsA( ), avec "= rectanglede
perimetre > p+ q+ 2

3. Soit G = O(p;q) avec p+ g impair. Alors la repnse a la Question
1.1 est positive pour chacune des representations A((r?)), ave r <

ip+a 2.
4. Soit G = Sp(p;q). Alors la reponse a la Question 1.1 est positive
pour chacune des representations A(; )o, avec = rectangle de

perimetre p+ Q.
5. Soit G = Spp. Alors la repnse a la Question 1.1 est positive pour
chacunedesrepresentationsA(; ), avec = carre decbte p=2.

6. Soit G = O (2p). Alors la remnse a la Question 1.1 est positive
pour chacunedesrepresentationsA( ; ), avee = carre de cote
> (p+ 1)=2.
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La demonstration fait intervenir des theoremes d'arithm etiques assez
ns, valeurs de fonctions L assaieesa des represerations automorphes
de groupesclassiques formule de Siegel-\W\&il...

En n remarquonsque dansle casdesespacesiermitiens et concernart la
cohomologieholomorphe Anderson [3] repond positivemert a la Question
1.2 en utilisant la encorela technique du relevemert théta.

Dans [20] nousremarquons® quelorsquela represettation  de G estune
represenation cohomologiqueisolee dans le dual automorphe, on peut di-
rectemert deduire de la correspondanceth&ta locale (c'est-a-dire au niveau
des represertations des groupes reels) une reponse positive a la Question
1.10u 1.2 pour la represenation . Il decouleene et dela deuxiemefonc-
torialit e de Burger, Li et Sarnak que si la represenation Cde€ &°
est equivalente a une sous-repesertation irr eductible de la restriction dela

represemation ! 2 ((?Sp)Aut , alors (dans notre situation) la represenation

2 @Aut (et °2 B%4 ). Si estisoleedans@Aut , elledoit doncintervenir
discretemert dansun L?( nG), pour sous-groug de congruencede G. Le
theoremequi suit decouledonc destravaux [75] de Li sur la correspondance
theta locale archimedienneet du Theoreme 3.7. Modulo la Conjecture 3.6
cette methode \douce" (qui evite notammert le recoursa de l'arithm etique
ne) permet de redemortrer toutes les reponsespartielles aux Questions
1.1 et 1.2 citeesdans ce memoire.

Th eoreme 4.3. 1. Soit G = U(p;q) avee p 2. Alors la reponsea la
Question 1.2 est positive pour chacune des representations
A((rP);((g s)P), avee r, s entiers naturelstelsquer +s g 2

2. Soit G = O(p;q) avec p 2. Alors la reponse a la Question 1.1
est positive pour chacunedes representations A((rP)), ave r entier
naturel tel que2r min(g 2;p+q 5).

3. Soit G = Sp(p;q). Alors la reponsea la Question 1.1 est positive pour
chacunedesrepresentationsA((0); ((q r)P)o, avec r entier naturel
tel quer q.

4. Soit G = Sp,. Alors la reponse a la Question 1.2 est positive pour
chacunedesrepresentationsA((p";r® ");p @,0 r p 2

5. Soit G = O (2p). Alors la reponsea la Question 1.2 est positive pour
chacunedesrepresentationsA((p";r°* ") ;(p @ ),0 r p 4

DanslesTheoremes4.3et 4.2 e casdu groupe unitaire estspecial puisque
seulela Question 1.2 est resoluepour les represertations cohomologiques
consicerees: il existe alors desreseauxarithm etiques provenart d'algebres
a division. Et la reponsea la Question 1.1 est negative en general comme
I'a montre Clozel dans[39] :

9 Apr esque [20] ait circul e, Peter Sarnak m'a signale que dans la suite (en gestation) de
[27], Burger, Li et Sarnak font la m&me remarque et en tire des consequencesidentiques.
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Th eoreme 4.4. Soient p;q;s trois entiersveriant q p 2ets< p. |l
existe un sous-goupe discret cooompact deG = U(p+ g;p+ q) tel quela
representation conomola@ique A((sP* 9)) de G nintervienne jamais comme
sous-representation de L?( ‘G) pour © d'indice ni.

La demonstration de ce dernier theoremereposesur les mémesideesque
celledu Corollaire 2.5. Le rang superieur intervient nheanmoinsde maniere
essetielle : la propriete des sous-groupes de congruencedoit etre veri ee.
Un outil de la demonstration est l'injectivit e de I'application de restriction
virtuelle en restriction a certaines composartes fortement primitiv esde la
cohomologie.Nous passonsmaintenant a I'etude de cesproprietespour les
varietesde Shimura, i.e. lorsque I'espacesymetrique est hermitien.

4.2 Restriction de la cohomologie d'une variete de Shi-
mura a une sous-variete de Shimura plus petite

La demonstration du Theoreme 2.33 consistea pensera la reunion

[ g2c(0)SH (9)

commea un cycledi us dansla variete kaehleriennecompacteS() duale
a une forme de Kaehler puis a appliquer le Theoreme de Lefscetz fort.

Plus generalemen si Xy X est un plongemert holomorphe ertre
deux espacessymetriques hermitiens, Venkataramana montre dans [113
que l'application de restriction virtuelle Reﬁ est injectiv e en restriction
au sous-espace(fortement primitif ) HR (A4 : Sh°G) de la cohomologie
de Sh°G des que la multiplication par limage de [®4] 2 H (®g) dans
H (ShPG) est injective en restriction a ce méme sous-espaceH R (Aq :
ShG).

Comprendre l'injectivit e ou non de l'application de restriction virtuelle
passedonc par la comprehensionde l'action de la cohomologie triviale
H (1g : Sh°G) sur la cohomologieH (Sh°G). C'est de l'algebre lineaire
delicate qui generalisela demonstration du Theoreme de Lefschetz fort.

Nous traitons dans [14] le cas des domaineshermitiens classiques.Dis-
tinguons di ererts cas.

Vari etes de Shimura unitaires. DanscecasG = U(p;q) et le dual
compact Yg estla grassmanniennedes p-plans complexesdans CP* 9, ||
est bien connu que I'on peut parametrer une basefC g de H ()bG) =
H (1g : Sh°G) par les diagrammes de Young p q: prendre les
classesdes sous-arietesde Schubert de la grassmannienne.

Dans [122] Zelevinski de nit une image entre une partition p qet
un diagrammegaudcie = commeetant une bijection f ertre les casesdes
diagrammes et = telle quesiunecaseA estau-dessuqau senslarge) et
a gaudhe (au senslarge) d'une caseB dansl'un desdiagrammes,les cases
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correspondartes (par f ouf *) A°et B?de l'autre diagramme sort dans
I'ordre du numerotageinverse,i.e. le numerotageobtenu en parcourart les
lignesde droite a gauche de haut enbas. Zelevinski montre notammernt que

le nombre d'imageserntre et = estegalac (nombre de Littlew ood-
Richardson, cf. [51]).

Nousdirons d'une partition p gqu'elle s'inscrit dansun diagramme
gauche = sielle estuneimage d'un sous-diagrammegaude de =

La proposition suivante [14, Proposition 11] est exactemernt le resultat
d'algebre lineaire recherche.

Prop osition 4.2. Soient , et trois partitions inclusesdansp qtelles
que(; ) forme un couple compatible. Alors, pour toute classefortement
primitive non nulle s 2 H: (Sh°G), C s 6 0 si et seulementsi la
partition  s'inscrit dans le diagramme gauche =

A l'aide du critere de Venkataramanail n'est alors pastresdi cile d'ob-
tenir des criteresd'injectivit e de I'application de restriction virtuelle aux
di erertes sous-arietes de Shimura de Sh°G. On peut (cf. [14]) reduire
le probleme aux trois typessuivants de sous-arietes de Shimura Sh°H
ShoG :

1. H=U(pd) i U(Pm:Gn) avecp;g 1,pi+:iii+pm  pet
G+ i+ 0n  Q;

2. H=GSpyetp=q;

3. H=0 (2p)etp=q

C'estl'objet desdeuxtheoremesqui suivert ainsi qued'une remarque nale
concernart le casH = O (2p).

Th eoreme 4.5. Soit Sh°H une sous-variete de Shimura de Sh°G ave
H = U(pa) 0 UPmitn) PG L, pr+iii+tpm peto+
i1+ gn Q. Soient et deuxpartitions inclusesdansp qtellesquele
couple (; ) soit compatible. Alors, l'application

Y
Res :H (Sh°G)! H (Sh°H)
G(Q)

de restriction virtuelle est injectiv e en restricion a H: (Sh°G) s'il
existeune partition  imagedu diagrammegauche(py &) ::: (Pm On)
telle que * s'inscrive dansle diagramme gauche =

Rappelonsque le sous-espacél ©  (Sh°G) apparat dansla cohomologie
holomorphesi et seulemen si = p @. La partition  estalors naturelle-
ment parametree par un coupled'entier (r;s) avecO r petO s (q

tels que
- (F. o ?; F; {z . f)

r fois p r fois
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de diagramme de Young :

I cases

Hz}
S cases
(Ici p=4etq=15)

Dans ce cas(et pour soulignerle fait qu'il apparat dansla cohomologie
holomorphe) nous noterons H ("9):(Sh°G) le sous-espacéd © (Sh°G) de
la cohomologieholomorphede degrej j= rq+ s(p r) (remarquonsque
"= 0).

Corollaire 4.6 (Clozel-Venkataramana). Soit Sh°H une sous-variete de
Shimura de Sh°G avee H = U(p1; i) 0 U(PmiGm), PiiG 1, p1+
i+ pm o petgrt i+ gn Qo Soit (r;s) un couple d'entiers naturels
avecr  pets g Alors, lI'application

Y
Re$ :H (Sh°G)! H (Sh°H)
6(Q)

de restriction virtuelle est injectiv e en restriction a H ("3):0(Sh°G) si et
seulement si soitpy+ i+ pn=p, r=0ets g pour chaquei, soit
h+:::+0gn=q s=0etr p pour chaquei.

On obtient de la m&me maniere le theoreme suivant.

Th eoreme 4.6. Soit Sh°H une sous-variete de Shimura de Sh°G ave
H = GSp, etp= g Soient et deuxpartitions inclusesdansp p telles
quele couple (; ) soit compatible. Alors, I'application

Y
Res :H (Sh°G)! H (Sh°H)
G(G)

de restriction virtuelle est injectiv e en restriction a H: (Sh°G) si la
partition = (p 1;,p 2;:::;1) dediagramme de Young

8
3 |
2

p 1cases

s'inscrit dans le diagramme gauche =

Et comme au-dessuson en deduit le corollaire suivant.
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Corollaire 4.7 (Clozel-Venkataramana). Soit Sh°H une sous-variete de
Shimura de Sh°G avec H = GSp, et p= g. Soit (r;s) un couple d'entiers
naturelsavecr  pets g Alors, I'application

Y
Res :H (Sh°G)! H (Sh°H)
G(G)

de restriction virtuelle est injectiv e en restriction a H ("3):9(Sh°G) si et
seulement sir;s 1.

Dans le casou H = O (2p), le critere d'injectivit e de I'application de
restriction virtuelle quel'on obtiendrait en suivant la m&émemethode serait
vide, ou presque puisqu'il permet quand mé&me de retrouver le resultat
suivant de Clozel et Venkataramana :

Soit Sh°H une sous-variete de Shimura de Sh°G avee H = O (2p) et
p = g. Alors, lI'application

Y
Res :H (Sh°G)! H (Sh°H)
G(Q)

derestriction virtuel le estidentiquementnulle en restriction a la cohomo-
logie holomorphe de degre strictement positif.

On a une reciprogue partielle au Theoreme 4.5, un critere d'annulation
de l'application de restriction.

Th eoreme 4.7. Soient Sh°H une sous-variete de Shimura de Sh°G ave
H=Hy 0 Hm, Hi = U(Pi;g), pi;G 1, po+ i+ pn  pet
G+t i+ gn g Soient et deuxpartitions inclusesdansp q telles
guele couple(; ) soit compatible. Fixons pour chaqueentier i = 1;:::;m,
un couple compatible de partitions ( ; ;) dansp; ¢. Suppsons

C,. Cr..n =0

1w A
(Autrement dit, supsonssoit que n'est pas une image du diagramme
gauche 1 :::  soit que” n'est pas une image du diagramme gauche
A e A
1AI(.).r.s, Iambzojection de limage de I'application de restriction
re :H' (Sh°G)! HII*I"(ShoH)
dans la composante de Kunneth
H * 1(Sh°H;) i H " " (Sh°Hp)

estnulle .
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Concluonspar une remarque et une application.

A latoute n desoncelebrearticle [4], Arth ur posela questionde la pos-
sibilit e de decourer les espacetH ;i)rim (Sh°G), (0 i %G), en morceaux
identi esa dessous-espacesle la cohomologieprimitiv e en degre median
H pdr'?mzz(ShOH ), attachesa desvarietesde Shimura Sh°H de dimension dy
plus petite que ds.

Cette belle question motive une grande part de cesquestions. On peut
pensera cette question comme a un analoguedu Theoreme de Lefscthetz
pour lesvarietesprojectives.Dans sonarticle Arth ur proposedescandidats
pour les varietes de Shimura Sh°H de dimension plus petite. Les groupes
H devraient étre desgroupesendoscopiquesll est naturel de sedemander
si, commedansle casdu Theoremede Lefschetz, on ne pourrait pasepuiser
une large part de la cohomologieen serestreignart a dessous-arietes de
Shimura. C'est I'objet des Theoremesci-dessusqui impliquent que c'est
en tout casle caspour les varietes Sh°G, ou G = U(p;q) provient d'un
groupe unitaire sur un corps de nombre, et pour les petits degres< 3p 2
sip=qet< p+q 1sip< g Remarguonsneanmoinsavec Venkatara-
manadquel'on ne peut espererrepondre positivemen ala questiond'Arth ur
simplemert a coup de restriction a dessous-arietesde Shimura. On peut
plus generalement montrer le resultat suivant qui implique que les degres
ci-dessussort optimaux.

Prop osition 4.3. Soit G = U(p;q) obtenua partir d'un groupe unitair e
sur un corps de nombre. Il existe alors une classe de cohomolaie (ho-
lomorphe) non triviale et dedegre 3p 2sip = getp+q 1si
p < g, dont la restriction virtuelle a nimporte quele sous-variete de Shi-
mura Sh°H  Sh°G soit nulle .

A partir d'une idee de Venkataramana, les Theoremes4.5 et 4.7 per-
mettent de demortrer un cas particulier amusart de la Conjecture de
Hodge, cf. [14].

Th eoreme 4.8. Soit G = U(p;q) obtenua partir d'un groupe unitair e sur
un corpsdenombre,avec 3 2p+1 q. Alors, toute classede Hodgedans
H2Pa 2p(ShOG) est algebrique.

Remarquonsen n que si la notion de classede cohomologiefortement
primitiv e est de nie de maniere transcendarte, nous montrons dans [21],
avec Venkataramana et en utilisant la Proposition 4.2, que dansle casdes
domaineshermitiens classiqueda partie fortement primitive de la cohomo-
logie est en fait de nie sur Q.

Autres varietes de Shimura. Dansle casorthogonal G = O(2;n) Ven-
kataramana montre dans[113 (toujours a l'aide du Theoremede Lefsthetz
fort) le theoreme suivant.
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Th eoreme 4.9. Soit Sh°H une sous-variete de Shimura de Sh°G ave
G = 0O(2;n) etH = O(2;k). Alors,

‘ Y .
Res; : H'(Sh°G) ! H'(Sh°H)
92G(Q)

estinjective pour tout i k.

DanslescasG = GSp, et G = O (2p) la combinatoire de l'action de la
cohomologietriviale sur toute la cohomologiede Sh°G est elucidee dans
[14] toujours en termes de partitions.

L'analogue du Theoreme 4.5 n'est non vide que dans le casde la coho-
mologie holomorpheet pour G = GSp,. Nos methodesne permettent donc
pas de demortrer de nouveaux resultats, nous retrouvons neanmoins un
resultat de Clozel et Venkataramana [36].

Le sous-espacéd °  (Sh°G) apparat dansla cohomologieholomorphe si
etseulemensi = p p.Lapartition estalorsnaturellemert parametree
par un ertier r compris entre 0 et p tel que

S P
r fois p r fois

de diagramme de Young :

I cases

=z}
I cases
(Ici p= 4.)
DanscecasH: (Sh°G) = H'™P “52i0(ShOG) et les espacesde coho-
mologie holomorphe sort triviaux danstous les autres degres.

Th eoreme 4.10. Soit Sh°H une sous-variete de Shimura de Sh°G avec
H=GSpy,, ::: GSpp,,p letpi+:::+pm p. Soitr un entiers
naturel p. Alors, I'application

Y
Res: : H (Sh°G)! H (Sh°H)
G(Q)

de restriction virtuelle est injectiv e en restriction a H'P s 0(sSh°G)
si et seulement sip;+ i+ py=petr=1

Dansle casG = O (2p) nousrenforconsdesresultats anterieursde Clozel
et Venkataramana.
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Th eoreme 4.11. Soit Sh°H une sous-variete de Shimura de Sh°G. Alors,

I'application v

Res} : H (Sh°G)! H (Sh°H)
G(Q)

derestriction virtuel le estidentiquementnulle en restriction a la cohomo-
logie holomorphe H °(Sh°G).

Pro duits dans la cohomologie. = Concernart le cup-produit dansla co-
homologiedesvarietesde Shimura, la question analogueau Theoreme2.36
seposeen gereral. Il existe la encoreun crit ere de Venkataramana impli-
guant la m&éme conclusionque le Theoreme 2.36 lorsquel'on serestreint a
desclassedortement primitiv es.ll s'agit ici de considerer le produit avecla
classe[P]2 H (0 ®)=H (®) H (®) dela diagonaledans e produit

Toujours al'aide du Theoremede Lefschetz fort, Venkataramana demon-
tre ainsi le Theoreme2.36 et le theoreme suivant (dont certains cas parti-
culiers sort dus a Kudla).

Th eoreme 4.12. Supmsons x ee une donnee Sh°G avec G = O(2;n).
Soient et deuxclassesde cohomolajie non triviales de degresresgectifs
k et dans H (Sh°G) avec k + | [n=2]. Il existe alors un elements
g2 G(Q) tel que

g )" s

Dans le casG = U(p;q), de la m&me maniere, la Proposition 4.2 nous
permet dans [15] de demortrer le theoreme suivant.

Th eoreme 4.13. Soient(; ) et( ; ) deuxcouplescompatibles de par-
titions. Suppmsonsqu'il existe une partition p qtelle que

1. s'inscrive dans = , et
2. M s'inscrive dans = .

Alors, pour toutes classesnon triviales ! 2H © (Sh°G) et 2H*® (Sh°G),
il existeun elementg 2 G(Q) tel que

gl )" 60

Le Theoreme4.13implique immediatemert quesi! et sort deuxclasses
guelconquedle degresrespectifsk et | aveck+1 p+q 1,la conclusiondu
Theoremeest veri ee.De plus, lorsquelesclassed et sort holomorphes
( = =p 0),lacondition necessairestenfait su san te dansle sensque
si 1. ou 2. n'est pasveri eele cup-produit de! et de est (virtuellement)
nul. On retrouve ainsi un resultat de Parthasarathy [93] et Clozel [34]. En
particulier, le produit d'une classe! 2 H@*)P d4(ShOG) par une classe

2 H(@P 9(ShOG) est toujours (virtuellement) nul. De telles classesnon
triviales apparraissen bel et bien dansla cohomologiede certainesvarietes



80 NicolasBergeron

de Shimura Sh°G commeau-dessusd'apresle Theoreme4.2 (cf. aussi[3]).
La conditon k+ 1 p+ g 1 estdoncbien necessaire.

Dans le casdesgroupesGSp, et O (2p) la combinatoire est plus restric-
tive, cesmethodesn'impliquent rien de plus quelesresultats de Parthasara-
thy [93 et Clozel [40] selonlesquelsle cup-produit de deux classesde co-
homologie holomorphesest toujours nul.

4.3 Restriction au niveau local et cohnomologie L?2
Restriction

Commeenrang 1, on peut s'interesserau problemelocal de la restriction
d'une represenation cohomologiquede G a un sous-grouge H . L'approche
generale decrite au x2.4 fonctionne toujours. En considerant tour atour les
groupesen balance suivants :

U(p;a) U@j) UG
u(r) Uj(p;q r U(i];j)
et
O(p; ) Sp(2i; R)  Sp(2i; R)
o(r) Oj(p;q r Sp(2]i; R)

nous montrons dans[18] les deux theoremessuivants.

Th eoreme 4.14. SoientH = U(p;q r) U(p;g) = G ou l'inclusion est
l'inclusion standard, 1 p;getl r < g. Alors, pour tout coupled'entiers
naturels (i;j) tel quei+j q r,

1. la representation cohomolayique A((iP);((q r j)P)u de H ap-
para’t avec multiplicit e 1 dansla restriction a H de la representation
cohomolaique A((iP); ((q j)P)) deG, et

2. l'application naturelle en cohomolaie

HPP (g K A7) (a )P) @
LOHPE (KT AGP) (A T )P)K) |

est un isomorphisme d'espaces de dimension 1.

Th eoreme 4.15. SoientH = SOq(p;g r) SOo(p;g) = G ou l'inclusion
est l'inclusion standard, 1 p;getl r < g. Alors, pour tout entier
natureli (q r)=2

1. la representation cohomolayique A((i?)),, de H appara’t avec multi-
plicite 1 dans la restriction a H de la representation cohomol@ique
A((iP)) deG, et
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2. l'application naturelle en cohomolaie
HP' (g K A(P)) ! HP (KPS AP) ) (4.8)
est un isomorphisme d'espaces de dimension 1.

Nous pourrions traiter de la m&memaniere les autres groupesclassiques
ou d'autres plongemerns. Concernart les deux cas ci-dessus,nous conjec-
turons plus generalemer les enon@ssuivants.

Conjecture 4.1. SoientH = U(p;g r) U(p;q) = G ou liinclusion est
linclusion standard, 1 p;getl r < g Soient et deux partitions
inclusesdansp g formant un couple compatible.

1. La restriction a H de la representation cohomolgique A(; ) de G
contient (discretement) une representation cohomol@jique de degre
fortement primitif j j+ j”j si et seulementsi la partition (rP) s'inscrit

dansle diagramme gauche = . Elle contient dansce cas la represen-
tation cohomolaiqueA(; (rP)) deH avec multiplicit e exactement
egalea 1.

2. Supmsonsquela partition (rP) s'inscrive dans le diagramme gauche
= . Alors, l'application naturelle en cohomolajie

HU(@ KA )t HETI( KA (rP)n)
est un isomorphisme d'espaces de dimension 1.
Conjecture 4.2. SoientH = SOq(p;g r) SOq(p;q) = G ou l'inclusion

estlinclusion standard, 1 p;getl r < g Soit une partition ortho-
gonaledansp q.

1. Larestriction a H de la representation cohomol@ique A( ) ? de G
contient (discretement) une representation cohomolaique de degre
fortement primitif j j si et seulementsi la partition (rP) s'inscrit
dans le diagramme gauche "= . Elle contient dans ce cas la repre-
sentation cohomol@ique A( ) 2 de H avec multiplicit e exactement
egalea 1.

2. Supmsonsquela partition (rP) s'inscrive dans le diagramme gauche
"= Alors, I'application naturelle en cohomolaie

HI(@KGAC) )1 H (KM AC) 9)

est un isomorphisme d'espaces de dimension 1.

Remarquonsen n qu'en considerarnt les paires suivantes en balancedans
SpZi(p+ Q) :
U(p;) u(i)
J J
O(p; a) Sp(2i; R);
nous obtenonsle theoreme suivant.



82 NicolasBergeron

Th eoreme 4.16. Soient H = O(p;q) U(p;g9 = G ou linclusion est
l'inclusion standard, 1 p;q. Alors, pour tout entier natureli  g=2,

1. la representation cohomolayique A((iP)),, de H appara’t avec multi-
plicite 1 dans la restriction a H de la representation conomola@ique
A((iP)) de G, et

2. l'application naturelle en cohomolayie

HP:O(g K A((P)) | HP (h KPS A(GP)) ) (4.9)

est un isomorphisme d'espaces de dimension 1.
Nous conjecturons plus generalemen I'enonc suivant.

Conjecture 4.3. SoientH = O(p;g) U(p;g) = G ou linclusion est
linclusion standard, 1 p;g. Soient et deux partitions inclusesdans
p g formant un couple compatible.

1. Si la restriction a H de la representation conomolagique A(; ) de
G contient (discretement) une representation cohomolaiquede degre
fortement primitif j j+ j*jalors =0ou =p Q@

2. Supmsons par exemple = p @ Alors la restriction a H de la
representation conomolayique A( ) de G contient (discretement) une
representationde degre fortement primitif j j si et seulementsi la dia-
grammeest estorthogonal. Elle contient dans ce cas la representa-
tion cohomolwiqueA( ), deH avec multiplicit e exactementegalea
1

3. Supmsonsque la partition  est orthogonale. Alors, I'application na-
turelle en cohomolaie

HI (g AC )t HI (K AC),) (4.10)

est un isomorphisme d'espaces de dimension 1.

Pro duits tensoriels de repr esentations cohomologiques

La methode generale du x2.4 s'applique egalemen aux plongemers dia-
gonaux respectifs

U(p;d)  U(p;g U(p:q)
et
SOo(p;d) SOo(p;d  SOo(p;a):

La consideration des paires reductivesdualesen balance:

U(p;q)  U(p;q) UG+ kj + 1)
j j
U(p;0) u@;j) Uk
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et

O(p;ad)  O(p:q) Sp(2(k + 1);R)

J J
O(p;a) Sp(2k;R)  Sp(2l; R)
permet alors de demortrer les deux theoremessuivants.
Th eoreme 4.17. Soit G = U(p;q), 1 p;qg. Alors, pour tout quadruplet
(i;j;k;1) d'entiers Odesommei+j+k+1 q,

1. la representation cohomolajique A(((i + kK)P);((g j 1)P)) de G ap-
para’t avec multiplicit e 1 dansle produit tensoriel desrepresentations
cohomolagiquesA((i®); ((q ])P)) et A((kP);((a 1)P)) de G, et

2. l'application \cup-produit”

HPI (g K5 A((P); ((a 1))
HPKPl (g K A((KP); ((a DP)) (4.11)
LOHPOHRRGED (g KA+ K)P); (g ] DP))
est un isomorphisme d'espces de dimension 1.
Th eoreme 4.18. Soit G = SOy(p;0), 1  p;qg. Alors, pour tout couple
d'entiers 0desommek+ | =2,

1. la representation cohnomologiqueA(((k + 1)?)) de G apparat avec
multiplicit e 1 dansle produit tensoriel desrepresentationscohomolayi-
quesA((kP)) etA((I?)) degG, et

2. l'application \cup-produit”

HPK (g K A((kP) ) HPY(g KSA((IP) )
L OHPED (g KGA(((k+ 1)P) )

est un isomorphisme d'espces de dimension 1.

(4.12)

Cohomologie L2

Le deuxiemeaspect local que nousavonsconsidere dansle casdu rang 1 est
le calcul de la cohomologiel ? desvarieteslimites \e euill ees".Considerons
maintenant cette questiondansle casdesgroupesunitaires et orthogonaux.

Group esunitaires.  DansceparagrapheG = U(p; g+ r). Et I'on suppose
x ee une donnee Sh°H Sh%G avec H = U(p;q) plonge de maniere
standard dans G. Fixons un sous-grouge de congruencesanstorsion de
H et notonsenn M = nXg etF = nXy.

Soiert (; ) un couplecompatible de partitions p (g+ r). Conforme-
ment aux notations des sections preaderies nous notons H,(M). =
H,(A(; ):M)IlaA(; )-composarte dela cohomologieL? de M, enn
nousnotons H, (M) la partie fortement primitive HJ, 11" (M). |

Dans [18], nous commercons par remarquer que le Theoreme 2.23 im-
plique le corollaire suivant.
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Corollaire  4.8. La classe[F] 2 HJ® ¥ (M) ). (qp) €Stnon nulle si et
seulementsi dy  dg=2 (i.e. si et seulementsiq r).

Nous conjecturons plus generalemert le resultat suivant.

Conjecture 4.4. (Sous les hypothesesdu Corollaire 4.8.) Si et sont
deuxpartitions inclusesdansp g formant un couplecompatible avec = =

(pr @) i (Pm  Om), alors I'application

Hi (F)! HL R (M)
obtenueen composant l'application \cup-produit avec [F]" et la projection
sur la composante fortement primitive de la cohomolayie L2 de M estin-
jectiv e si et seulementsi la partition (rP) s'inscrit dans le diagramme
gauche = (i.e. sipi+:::+pm =petr ¢ pouri = 1;:::;m). Son
image est alors contenue dans H2+( r); (M).

Dans [16] nous montrons le theoremerelie suivant.

Th eoreme 4.19. Pour tout entier, k < q pr, on a l'isomorphisme
naturel suivant :
H¥(F) = H3"™ (M):

Group es orthogonaux. Dans ce paragraphe G = O(p;gq+ r). On sup-
pose x eeune donneeSh°H  Sh°G avecH = O(p;q) plonge de maniere
standard dans G et  un sous-groupe de congruencesanstorsion de H.
Notonsenn M = nXg etF = nXy.

Soit unepartition orthogonale p (qg+r). NousnotonsH,(M) ' 2 =
H,(A() 2 © M) la A( ) 2-composarte de la cohomologieL? de M.
Nous notons plus gereralement H,(M) la somme directe de tous les
H,(M) * 2 lorsquelessignes ; et , varient. Enn nousnotonsH, (M)
la partie fortement primitive H}'(M) .

Dans [18] nous deduisonsdu Theoreme 2.23 le corollaire suivant.

Corollaire 4.9. La classede [F] 2 ch A (M)(r»y estnon nulle si et
seulementsi dy  dg=2 (i.e. si et seulementsiq r).

De maniere analoguea la Conjecture 4.4 nous conjecturons:

Conjecture 4.5. Si  est une partition orthogonaleincluse dansp q,
alors l'application

H (F)! HLIP (M)

2; prim +
obtenueen composant l'application \cup-produit avec [F]" et la projection

sur la composante fortement primitive de la cohomolaie L2 de M estin-
jectiv e si et seulementsi la partition (rP) s'inscrit dans le diagramme

gauche’\: . Sonimage est alors contenue dans H 2+( ) (M).
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Dans [18] nous demortrons le theoremerelie suivant.

Th eoreme 4.20. Pour tout entier, k < (q pr 1)=2, onalisomorphisme
naturel suivant :

HX(F) ! H3* P (M):

4.4  Propri etes de Lefschetz automorphes

Comme enrang 1, lesresultats locaux du paragraphe precedert ont leurs
pendarts globaux que nous rassenblons sous le nom de \Propri etes de
Lefschetz automorphes” et que nous etudions dans [18] dans le cas des
groupes unitaires et orthogonaux. Ceux-ci se deduisert des resultats lo-
caux ci-dessussuivant le méme procede (bien que techniquemert un peu
plus complique) que dans le casdu rang 1 et en utilisant les proprietes
d'isolations spectrales propres au rang superieur decrites dans la partie
spectrale du memoire. Nous obtenonsen particulier lestheoremessuivants.

Th eoreme 4.21. Supmsons x eesdesdonneesSh°H;  Sh°G (i = 1;2)
avee H; = U(p;g 1),H,=U(p 1,0 etG= U(p;q ave p;q 2. Alors,
1. pour tout entier k < p+ g 1, I'application de restriction virtuelle
Y Y
Reg;, Res;, :HX(Sh°G) ! H¥(Sh°H,) H¥(ShPH.,)
g2G(Q) 92G(Q)
estinjectiv e;

2. pour tout entier k< g p 1 (resp.k<p q 1), l'application
\cup-produit avec [ShOH] (resp.[Sh°H])"

s
:HX(Sh°H3) ! HX*2P(Sh0G)
Hi
G
(resp.  :HX(Sh°H,) ! HX*29(Sh°G))
H2

estinjectiv e.

Th eoreme 4.22. Suppsons x eesdesdonneesSh°H;  ShG (i = 1;2)
ave H; = O(p;g 1),H>,=0O(p 1,09 etG= O(p;q) avee p;q 3. Alors,

1. pour tout entier Kk p+ g 4, l'application de restriction virtuelle

Y Y
Reg;, Res;, :H¥(Sh°G)! H*(Sh°H ) H*(Sh%H5)
92G(Q) 92G(Q)

estinjectiv e;
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2. pourtoutentierk (g p 3)=2(resp.k (p g 3)=2), l'appli-
cation \cup-produit avec [ShH1] (resp.[Sh°H5])"

G
:HX(Sh°H,) ! HK*P(ShPG)
Hi
s
(resp.  :HX(Sh°Hy)! HX*9(Sh°G))
H>

estinjectiv e.

Le casdesgroupesO(2;n) (n  3) estlegeremen di erert nousobtenons
le resultat suivant.

Th eoreme 4.23. Supmsons x eesdesdonneesSh°H  Sh°G avec H =
O(2;n 1) etG= 0(2;n) avee n 3. Alors,

1. pour tout entier kK n 1, l'application de restriction virtuelle

Y
Res : HX(Sh°G) ! H¥X(Sh°H)
92G(Q)

estinjectiv e;
2. pour tout entier k 5 2, l'application \cup-pr oduit avec [ShOH]"

J4¢]
:HX(ShOH) 1 HKk*2(ShoG)

estinjectiv e.

En prenant k = 0 dansle point 2. desTheoremes4.22et 4.23on retrouve
le resultat suivant d a Millson et Raghunathan [89] 1°.

Corollaire  4.10. Supmsons x eesles donneesSh°H  Sh°G avec H =
O(p;qg 1) etG=0O(p;g) avecl p q. Alors, la classefondamentalede
ShPH est non triviale dans HP(Sh°G).

Les Theoremes4.22 et 4.23 sort en particulier une vaste generalisation
de ce Corollaire. Le plus surprenart est peut-etre que misesbout a bout
les applications des points 1. et 2. impliquent une sorte de decomposition
de Lefschetz dansun cadrereel. Les Theoremes4.21 et 4.22 permettent en
tout casde comprendregeometriguemert la facon dont certainesclassegle
cohomologieapparaissen dansI'esprit du Corollaire ci-dessus.l n'est pas
facile en general d'exhiber desclassesde cohomologienon triviales dansles
varietesarithm etiquesassaieesaux groupesorthogonaux. Lorsquecelles-ci

10pour g petit le Corollaire ne decoule pas directement des Th eoremesil faut travailler
un petit peu plus.



Cohomologieet spectre desvarieteslocalementsynetriques 87

proviennert de groupes orthogonaux sur des corps de nombres, le Corol-

laire ci-dessuspermet de telles constructions. C'est d'ailleurs historique-

mernt le premier resultat concernar ce probleme.Lorsqu'elles proviennert

d'autres constructions Raghunathan et Venkataramana ont remarque qu'il

pouvait etre utile de les plonger dans des varietes arithm etiques assciees
aux groupesunitaires. Le theoreme suivant eclaire les relations ertre leurs
groupesde cohomologie.

Th eoreme 4.24. Supmsons x eesles donneesSh°H  Sh°G avee H =
O(p;g), G = U(p;q) et p;q 3. Alors,
1. pour tout entier k p+ g 3, I'application de restriction virtuelle

Y
Res® : HX0(Sh°G) ! H*X(ShPH)
92G(Q)

estinjectiv e;

2. la projection de la classe[Sh°H] 2 HP4(Sh°G) dans la partie forte-
ment primitive de la cohomolagie est non triviale si et seulementsi
pqg est pair .

Laencorelecasp= 2etq 3estlegeremen di erert, nous montrons
le theoreme suivant.

Th eoreme 4.25. Supmsons x eesles donneesSh°H  Sh°G avee H =
O(2;n), G=U(2;n) etn 3. Alors,

1. pour tout entier k %, l'application de restriction virtuelle

Y
ResS : HX0(Sh°G) ! H*(Sh°H)
g92G(Q)

estinjectiv e;
2. la classede Sh°H dans H2"(Sh°G) est non triviale.

En prenant k = p danslesTheoremes4.24 et 4.250n obtient le corollaire
interessan suivant 1.

Corollaire  4.11. Supmsons x eesles donneesSh°H  Sh°G avec H =

O(p;g), G=U(p;g etl p q Alors, l'application de restriction vir-

tuelle v

Res; : HPO(Sh°G) ! HP(Sh°H)
92G(Q)

estinjectiv e.

11pour q petit le Corollaire ne decoule pas directement du Theoreme il faut travailler
un petit peu plus.
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De ce Corollaire et du Theoreme d'Anderson concernart la cohomolo-
gie holomorphe desvarietesarithm etiques ass@ieesaux groupesunitaires,
nous deduisonsle Corollaire suivant.

Corollaire 4.12. Soit G un groupe algebriquesur Q obtenupar restriction
dessalaires a partir d'un groupe detype D,,, 6 36D, et n > 2, et tel que
G=0(p;q),avecl p g Alors,

HP(Sh°G) 6 O:

Par rapport aux Theoremes4.2 (de Li) et 2.8 (de Li, Raghunathan et
Venkataramana et Li-Millson) ce resultat n'est nouveau que pour n = 3
et p > 1. La demonstration que I'on en donneici permet de traiter tous
cescas de maniere uniforme, notons que ce Corollaire reste vrai si G est
isotrope avec la méme demonstration.

Soit rg I'entier de nit au x1.3. Alors
H'(Sh°G) = 0; pour tout 0< i < rg:

On a ainsi 8
p; G=GSp
o= min(ia);  G=0(p;a): U(p:a)
2 p 1 G=0 (2p)

2min(p;q); G = Sp(p;):

Rappelons que dans le cas hermitiens I'existence d'une variete de Shi-
mura Sh°G avec H'e (Sh°G) 6 0 est demortree par Anderson [3]. En se
restreignart de U(p;q) a O(p;q) ou de U(2p;2q) a Sp(p;d), nos methodes
nous permettent de completer legerement un resultat de Li [76] et d'en
donner une demonstration uni ee.

Corollaire 4.13. Soit G un groupe Q-algebriqueprovenant(par restriction
dessalaires) d'une algebre a involution (de type I, 1l ou lll) sur un corps
de nombre et tel que G = O(p;q) ou Sp(p;q). Alors,

H'e (Sh°G) 6 O:

L'analogue de ce resultat est faux pour le groupe U(p;q) d'apres le
Theoreme4.4.

Nousdemortrons en n dans[18] (et par desmethodesdi erertes) I'analo-
gue suivant du Theoreme4.13 pour les groupes orthogonaux.

Th eoreme 4.26. Supmsons x ee une donnee Sh°G avee G = O(p;0),
avee p;q 3. Soient et deuxclassesde cohomolajie de degresresgectifs
k etl dansH (Sh°G) avee k+1 q+ p 3. Il existealors un element
g2 G(Q) tel que

g )~ 60

Precisonsmaintenant un peu plus cesresultats.
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Group es unitaires. Le premier point du Theoreme 4.21 decoule du
Theoreme 4.5 un peu precis :

Th eoreme 4.27. Soit G un groupe algebriquereductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel que G = U(p;q). Soit Sh°H  Sh°G avee H = U(p;q r)
plonge de maniere standard dans G. Soient et deuxpartitions incluses
dansp gformant un couplecompatibleavec = = (p1 &) ::: (Pm ).
Alors, l'application

Y o
H' (Sh°G)! Hvims | (Sh°H)
926(Q)

obtenueen composant I'application Reﬁ et la projection sur la composante
fortement primitive de la cohomolayie de Sh°H est injectiv e si et seule-
ment si la partition (rP) s'inscrit dans le diagramme gauche = (i.e. si
pit:A+tpPm = petr ¢ pouri= 1;:::;m). Sonimage estalors contenue
dans ~ g H'  (Sh°H).

Le deuxieme point du Theoreme 4.21 est quant a lui demortre (avec
Clozel) dans[1€]. Plus generalemen nous conjecturonsle resultat suivant.

Conjecture 4.6. Soit G un groupe algebriquereductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel que G = U(p;q+ r). Soit Sh°H  Sh°G avee H = U(p;q)
plonge de maniere standard dans G. Soient et deuxpartitions incluses
dansp qformant un couplecompatibleavec = = (p1 1) ::: (Pm Gn).
Alors, I'application

H' (ShPH)! H!J*P*i%(gRhoG)

prim+
... Vg -
obtenueen composant l'application [ et la projection sur la composante
fortement primitive de la cohomolaie de Sh°G est injectiv e si et seule-
ment si la partition (rP) s'inscrit dans le diagramme gauche = (i.e. si
pit:ii+pm = petr g pouri= 1;:::;m). Sonimage estalors contenue
dansH *(r")i (ShOG).

Group es orthogonaux. Dans le cas des groupes orthogonaux et de
I'application de restriction nous deduisonsde leurs analogueslocaux les
theoremessuivants.

Th eoreme 4.28. Soit G un groupe algebriquereductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel que G = O(p;q). Soit Sh°H  Sh°G avee H = O(p;q r)
plonge de maniere standard dans G avec p;q 2. Soit i un entier

(g r 2=2telquep+q r 2 5. Alors, l'application

. Y
H (") (ShoG) ! Hprim+ (ShCH)
92G(Q)
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obtenueen composant I'application Reﬁ et la projection sur la composante
fortement primitiveQde la cohomolayie de ShOH estinjectiv e. Son image
est contenuedans ~ , g H")(Sh°H).

Th eoreme 4.29. Soit G un groupe algebriquereductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel queG = U(p;q). Soit Sh°H  Sh°G avec H = O(p;q) plonge
de maniere standard dans G avec p;q 2. Soiti un entier (q 2)=2tel
quep+q 2i 5. Alors, l'application

4 Y
H (") (ShoG) ! Hprim+ (ShCH)
92G(Q)

obtenueen composant I'application Resﬁ3 et la projection sur la composante
fortement primitiveQde la cohomolayie de ShPH estinjectiv e. Sonimage
est contenuedans ~ , ¢ g H " (Sh°H).

Plus generalemert et au vu de la Conjecture 4.2 nous conjecturons les
resultats suivants.

Conjecture 4.7. Soit G un groupe algebriquereductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel que G = O(p;q). Soit Sh°H  Sh°G avee H = O(p;q r)
plonge de maniere standard dans G, 1 p;qetl r < g Soit une
partition orthogonaledansp g. Alors, I'application

Y o

H (Sh°G) 2! Hims (ShH)

92G(Q)

obtenue en composant l'application Res‘j et la projection sur la compo-
sante fortement primitive de la cohomolajie de Sh°H est injectiv e si et
seulementsi la partition (rP) s'inscrit dansle diagramme gauche'\z . Son
0
image est alors contenue dans g26(q H (ShPH) 3.

1

Conjecture 4.8. Soit G un groupe algebriquereductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel queG = U(p;q). Soit Sh°H  Sh°G avec H = O(p;q) plonge
demaniere standard dansG, 1  p;qg. Soient et deuxpartitions incluses
dansp qformant un couple compatible. Si I'application
Y .
H' (Sh°G) 2! H vim + (ShH) (4.13)
92G(Q)

obtenueen composant I'application Res'ﬁ3 et la projection sur la composante
fortement primitive de la cohomolagie de Sh°H est non nulle alors = 0
ou =p 0 Supmsonspar exemple = p g. Alors, lI'application (4.13)
estinjectiv e si et seulecsnentsi la partition  est orthogonale. Son image

0
estalors contenuedans = j,5q H (Sh™H)

roNno

Concernart le cup-produit nous obtenonsle resultat suivant.
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Th eoreme 4.30. Soit G un groupe algebriquereductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel que G = O(p;q), avec p;q 2. Soient et deux classes
de cohomolaie appartenant resgectivement a H (K°) (Sh°G) et H (") (Sh9G)

ave k+1 (q 2=2etp+q 2(k+1) 5 Il existealors un element
g2 G(Q) tel quele projete de

gl )" 60

dans H *N® (ShOG) soit non nul.

Plus gereralement et au vu du Theoreme 4.18 nous conjecturons le
resultat suivant (qui generalisela Conjecture 2.5).

Conjecture 4.9. Soit G un groupe algebriquereductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel queG = O(p;q), avec p;g 1. Soient et deuxclassesde
cohomolayie appartenant respctivement a H <) (ShOG) et H (") (Sh°G)..
Alors, il existeun elementg 2 G(Q) tel quele projete de

ot )" 60

dans la partie fortement primitive de la cohomolayie de Sh°G soit non nul
si et seulementsi k+ | g=2. Le projete appartient alors a H (*)° (Sh°G).

Enn concernar lestheoremesde relevemert, nous montrons et conjec-
turons lesresultats suivants.

Th eoreme 4.31. Supmsons x ee une donnee Sh°H  Sh°G avec H =
O(p; ) plonge de maniere standard dans G = O(p;q+ r), ave p;q 2.
Alors, pour tout degrek  min(p+qg+r rp 3;(q pr)=2 1), l'application
\cup-produit avec [Sh°H]"

G
:HK(Sh°H) ! HX*"P(ShOG)

estinjectiv e.

Conjecture  4.10. Supmsons x ee une donnee Sh°H  Sh°G ave H =
O(p;q) plonge de maniere standard dans G = O(p;q+ r). Si  estune
partition incluse dansp g, alors 'application
H (Sh°H) ! H) . P(Sh°G)

obtenueen composant I'application \cup-produit avec [Sh°H]" et la projec-
tion sur la composante fortement primitive de la cohomolayie de Sh°G est
injectiv e si et seulementsi la partition (rP) s'inscrit dans le diagramme
= . Sonimage est alors contenuedansH *("*)(Sh°G).
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45 Generalisations

Cesresultats segeneralisert de facon assematurelle dansdeux directions :
(1) lorsque les systemesde coe cien ts (de la cohomologie)sort non tri-
viaux, et (2) lorsque les groupessort isotropes.

Coecien ts tordus. Le cas(1) estrelativemert immediat. Soit E une
represenation de dimension nie de G. La represettation E de nit un
systeme local E sur tous les quotients nXg consideres dans cet article.
Supposonspour simplier E irreductible. Toujours d'apres la theorie de
Voganet Zuckerman, l'algebregradueeH (Sh°G;E) peut etre decompsee
selondesrepreserations Ay(E) assaieesaux sous-algbresparaboliquesde
g (voir [116)). Lesresultats dessectionsprecedenes setraduisent alors mot
amot. Dansle casde l'application \cup-pro duit avec[Sh®°H]" il faut quand
meéme pensera tordre la classefondamertale [Sh°H]. Plus precisemmen
et en seplacant a un niveau ni , on considere toujours la sous-ariete
( \ H)nXy ! nXg, quel'on note C™. Il s'agit alors de construire une
sections du br e Ec+ . Ce querealisert Tong et Wang dans[110, dont on
peut egalemen extraire la construction de la classeduale a (CH;s) dans
ng A ( nXg;E). La reste se generalise immediatemert. Notons méme
que concernan les symboles modulaires les demonstrations se simpli en t
dans nombre de casou la forme duale construite par Tong et WangestL?®.
On peut ene et alorsformer directemert une serie de Poincare corvergerte
(sans avoir recours a un poids) et se passerde l'isolation spectrale. Ceci
explique les constructions par Tong et Wang de classesle cohomologienon
triviales (pour dessystemesde coe cien ts non triviaux).

Group esisotrop es. Lecas(2) estplusdelicat et tresinteressan Consi-

derons donc maintenant un groupe G isotrope sur Q. La cohomologiede

ShOG n'est plus naturellemert reliee a la theorie des represenations, il

n'y a plus de decomposition de Hodge ou de Vogan-Zukerman. Il est
dans ce cortexte plus naturel de consicerer la conomologiel 2, H, (Sh°G),

ou encore la cohomologie cuspidale chsp(ShOG). L'espacechsp(ShOG)

est un sous-espacele H (Sh°G) comme de H,(Sh°G), celui des classes
represemieespar desformes cuspidales(qui sort borneeset donc L?). Les
theories de Matsushima et de Vogan-Zudkerman s'appliquent a l'espace
H,(Sh®G). Le sous-espaceH Cusp(ShOG) herite alors de la decomposition

de Vogan-Zudkerman.

Commerconspar consicerer l'application de restriction stabledeG aH.
Soit !+ 2 HR( :). On peut montrer (cf. [18]) que la forme harmonique
I estborneesur nXg. La restriction dela forme! . , via lesapplications
jg (g2 G(Q)), aux sous-arietes(H \ g ! g)nXy sort borneeset donc
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dansL?2. L'application

Y
Res |y : H,(Sh°G) ! H,(Sh°H)
92G(Q)

est bien de nie. Sideplus!. 2 Hﬁ,sp ), un resultat de Clozel et
Venkataramana [36, Lemma 2.9]arme quela formej ! estrapidemert
decroissate le longde (H\ g * g)nXy, et de nit en particulier une forme
cuspidale. L'application

Y
Re£usp; H - chsp(ShOG) ! chsp(ShoH)
92G(Q)

estbien de nie, elle estinduite par la restriction de Re§ y au sous-espace
chsp(ShOG).

La question de l'injectivit e des applications Resrf; n et Reﬁ,sp; n est
donc bien posee. Les techniques de [14] ne se generalisert pas au cas iso-
trop e (non-compact), le Theoreme4.27 avecRes; remplace par Re§; 4 Ou
Refusp; y estouvert. Il estpar corire possiblede suivre la demonstration
du Theoreme 4.28 dans le cas isotrope, cf. [18]. Remarquons nalement
que dans le casunitaire, et en ce qui concernela cohomologieholomorphe
I'application Re§ y est bien comprise, d'apres les travaux de Clozel et
Venkataramana [36].

Considerons maintenant I'application \cup-produit avec [Sh°H]". La
seule etape qui utilise de maniere cruciale le fait que G est anisotrope
est la demonstration des Theoremes4.19 et 4.20. La generalisation de ce
resultat au cas isotrope senble necessiterdes idees nouvelles ou a tout
le moins une description plus ne de la geonetrie a l'in ni des varietes
limites e euill ees.On peut neanmoinsappliquer notre methode aux sym-
boles modulaires. Dans un preprint recen [107], Speh et Venkataramana
demortrent que si Sh°H  Sh°G avecH = U(1;q), G = U(L;q+ r) et
r = 1 ou 2, alors la classe[Sh°H] est non triviale dansH (Sh°G) et en-
gendresousl'action desoperateursde Hede un espacede dimensionin ni.
lls montrent en fait la non trivialit e de la projection de la classe[Sh°H]
dans la cohomologietriviale. De maniere complemertaire notre methode
permet de demortrer (au moins lorsquer = 1) la non trivialit e de la pro-
jection de[Sh°H ] dansla cohomologiefortement primitiv e. Nous montrons
plus preci:mert le theoreme suivant.

Th eoreme 4.32. Supmsons x eesdesdonneesSh°H  Sh°G avec H =

O(1;q) (resp.= U(1;q), G = O@1;q+ 1) (resp. U(1;q+ 1)) etq 2
(resp.q 1). Alors, la projection de la classe[Sh°H] dans la composante
fortement primitive de H,(Sh°G) est non triviale et le sous-espce en-
gendre par sestranslates de Hecke est de dimension in ni. En particulier,

la classe[ShPH ] est non triviale dansH (Sh°G) et engende sousl'action

desoperateurs de Hecke un es@ce de dimension in ni.
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Group es generaux. |l n'y a evidemmen aucuneraison autre que tech-
nique pour restreindre I' etude des proprietesde Lefschetz automorphesau
casdesgroupesunitaires ou orthogonaux. Concluonsalors ce memoire par
deux conjectures(peut-&tre un peu optimistes et ambitieuses) qui decrivert
les proprietes de Lefsdhetz automorphes auxquelleson s'attend pour des
groupes generaux.

La premiere conjecture concernel'application de restriction stable. Elle
est motiveepar lesTheoremes4.27 et 4.28,l'article [14] et (surtout) par un
resultat general de Venkataramana[113 Theorem 6] dansle cashermitien.
Nous avonsbesoinde quelquespreliminaires pour enoncercette conjecture.

Considerons G un groupe algebrique reductif et connexesur Q, presque
simple sur Q modulo soncertre. Nous supposonsde plus que que le groupe
G(R) de sespoints reelsest semi-simpleet non compact modulo un certre
compact. Soit H G un sous-groupe reductif connexede ni sur Q dont
le groupe H (R) intersecteun compact maximal K de G(R) selonun sous-
groupe compact maximal de H(R). Soient g = k p la decomposition de
Cartan du complexi edel'algebredelLie de G(R) etky py la decomposi-
tion correspondante pour H. Notons s le supplemertaire orthogonal (pour
la forme de Killing) de h dansg. Soit maintenant T K un tore maximal,
to = Lie(T) ett = tg C. Fixons *(kt) un systeme positif de racines
dans ( kt). Posonsalors

dim a(s\ p)
ey = (s\ p) (4.14)

\%
et consideronsVy le plus petit sous-espac& -stablede  p contenant ey
(cet espacen'est en general par irr eductible).
Etant donne un elemert X 2 ity tel que (X) 0O pour toute racine
2 *(kt), onpose
g=qX)=1 uwl=g“;u=  (x)>00 :
L'algebreq est unq/sous-algebre parabolique -stable de g. Notons E(G;L)
sous-espacale p engende par les translates par K du sous-espace
(p\ 1) et toujours R = dim(u\ p).

Conjecture 4.11. L'application
Y
H}(Aq:Sh°G) ! HE pime (Sh°H)
92G(Q)

obtenueen composant I'application Re§; y et la projection sur la compo-
sante fortement primitive de la cohomolaie L2 de Sh°H est injectiv e si
et seulementsi l'intersection

Vy \ E(G;L) 6 O:
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Considerons maintenant une sous-algebre parabolique -stable de h, que
nous notons toujours g. La sous-algbrel de h de nit bien evidemmen une
sous-algbre de g. On peut donc toujours parler de E(G;L).

Conjecture 4.12. La projection de la classe[Sh°H] dansla cohomolajie
L? fortement primitive H,. ., (Sh°G) estnon nulle si et seulementsi

rangc(G=H) = rangcs(K=(K \ H)):
Dans ce cas, l'application

HE(Aq:Sh°H) 1 HETS . (Sh°G)
obtenueen composant I'application \cup-produit avec [Sh°H]" et la projec-
tion sur la composante fortement primitive de la cohomolaie L? de Sh°G
estinjectiv e si et seulementsi l'intersection

Vi \ E(G;L) 6 O

Remarques. Il n'est m&éme pas evidert que les Conjectures 4.11 et 4.12
impliquent les resultats et conjectures enoncees plus haut dans le cas des
groupes unitaires et orthogonaux. Cela senble neanmoinsraisonnable au
vu de [14]. Enn on peut evidemmen formuler une conjecture generale
analogueconcernarn I'application de cup-produit.
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