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Abstract. This volume is intended as an expository account of somere-
sults and problemsconcerningthe cohomologyof locally symmetric spaces
(especially arithmetic ones) and the relationship with the spectral theory
of automorphic forms. The discussionis divided into four chapters:

{ A generalintro duction to arithmetic manifolds, Matsushima's formula
and cohomologicalrepresentations;

{ Cohomologyof hyperbolic manifolds;
{ Isolation properties in the automorphic spectrum;
{ Cohomologyof arithmetic manifolds.

However this presentation will be very unbalanced: it is a slightly revised
versionof my habilitation thesis. It is neverthelessmy hope that the reader
will not be too much disappointed by the incompletenessof this acount
and hopefully �nd it useful.
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1 In tro duction

Une vari�et�e riemannienneX est dite sym�etrique si la sym�etrie centrale dans
les coordonn�ees g�eod�esiques autour d'un point quelconque de X
s'�etendenuneisom�etrie globaledeX . L'imp ortancedecette notion d�egag�ee
par Cartan provient du fait 1) qu'un espacesym�etrique (et donc une
g�eom�etrie de Klein) est naturellement associ�e(e) �a chaque groupe
de Lie r�eductif r�eel connexe G (et notamment �a tous les groupes clas-
siques GL(n; R), O(p;q), U(p;q), : : :) : l'espace X = G=Z K , o�u K est
un sous-groupe compact maximal de G et Z le centre de G ; et 2) que
r�eciproquement le groupe des isom�etries d'un espacesym�etrique est tou-
jours un groupe de Lie r�eductif. En dehorsde cebel exemplede pont entre
la g�eom�etrie (riemannienne) et l'alg�ebre, la notion de vari�et�e sym�etrique
englobe toute une s�erie de g�eom�etries de Klein dont elle permet un trai-
tement uniforme. Parmi ces g�eom�etries citons la g�eom�etrie hyperbolique
(matrice de toutes ces g�eom�etries) associ�ee au groupe O(n; 1) (n � 2),
sa g�en�eralisation complexe, la g�eom�etrie hyperbolique complexe, associ�ee
au groupe U(n; 1) (n � 1), mais aussi, l'espacedes formes quadratiques
d�e�nies positives de d�eterminant 1 associ�e au groupe GL(n; R) (n � 2).
La majeure partie du texte sera consacr�ee aux espacessym�etriques as-
soci�es aux groupes unitaires U(p;q) et orthogonaux O(p;q). Mais avant
cela, commen�conspar placer cette �etude dans son contexte historique.

�Etant donn�eun espacesym�etrique X , Cli�ord et Klein posent la question
de l'existenced'espacescompacts(ou de volumes�nis) localement model�es
sur cette g�eom�etrie (mani�erede mesurerl'\utilit �e" de celle-ci) : lesvari�et�es
localementsym�etriques. Commesouvent face�a la demandedeconstructions
explicites, le g�eom�etre a recours�a l'arithm �etique. Lespremiersexemplesde
vari�et�eslocalement sym�etriquessont desvari�et�esarithm�etiques, c'est-�a-dire
quotients de X par un groupe arithm�etique.

La notion de groupe arithm �etique a pour origine l' �etude d'une famille
sp�eciale d'�equations diophantiennes, �a savoir la recherche d'une matrice
M 2 M n � m (Z) (n; m � 1) v�eri�an t une �equation du type :

t M SM = T; (1.1)

o�u S (resp. T) est une matrice sym�etrique �a coe�cien ts entiers de taille n
(resp.m). Lorsqu'une telle solution existeon dit deT qu'elle est repr�esent�ee
par S. �A titre d'exemple consid�erons le casn = 2, m = 1,

S =
�

a b
b c

�
; T = (t) et M =

�
x
y

�
:

L' �equation (1.1) devient alors

ax2 + 2bxy + cy2 = t

dont descassp�eciaux comme

x2 + y2 = t ou x2 � Dy2 = 1
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sont attach�es aux noms de Fermat et Pell. La th�eorie compl�ete de la
premi�ere de ces �equations est due �a Lagrange. Celle de la deuxi�eme est
quant �a elle probablement d�ej�a connu d'Arc him�ede (cf. le probl�eme des
boeufs), au moins partiellement du math�ematicien indien Brahmagupta
(VI I�emesi�ecle) et en tout cascompl�etement d'un autre grand math�emati-
cien indien (Bhaskara, XI I�eme si�ecle) : il existe une in�nit �e de solutions
(x; y) 2 Z2 �a l' �equation dite \de Pell"

x2 � Dy2 = 1 avec D 2 N;
p

D =2 N:

C'est �a Fermat (qui ne pouvait connaitre lessolutions de sespr�ed�ecesseurs)
que les math�ematiquesoccidentales modernesdoivent la r�esolution de l' �e-
quation de Pell. Remarquonsqueceth�eor�emeest non trivial : la plus petite
solution enti �ere non triviale de l' �equation x2 � 94y2 = � 1 est

(2143295; 221064)!

Dans sesDisquisitiones Arithmeticae, Gaussintro duit une m�ethode pour
r�eduire l' �etudede l' �equation g�en�erale(1.1) lorsqueS est d�e�nie (positive) :
le groupe SL(n; Z) agit sur l'espaceX des matrices n � n, sym�etriques,
d�e�nies positives et de d�eterminant 1 par (A; S) 7! AS t A, et deux ma-
trices dans X qui appartiennent �a une même orbite du groupe SL(n; Z)
repr�esentent lesmêmesmatrices.Gaussproposedoncder�eduire le probl�eme
�a l' �etude des matrices S 2 X appartenant �a un ensemble fondamental
D � X pour l'action de � = SL(n; Z) sur X , i.e. un ouvert D � X dont
l'ensemble destranslat�essous� forme un recouvrement localement �ni de
X . Remarquonsque cette r�eduction est possiblecar le groupe � agit pro-
prement sur X , en particulier une matrice T �etant �x �ee, il n'existe qu'un
nombre �ni de fa�consde repr�esenter T par S.

Gaussconsid�ere plus particuli �erement le casn = 2 et m = 1, desformes
quadratiques en deux variables, et montre qu'alors X est isomorphe au
demi-plan

H2 = f z 2 C : Imz > 0g;

que le groupe SL(2; Z) agit par homographiessur H2 et que l'ensemble
D = f z 2 H2 : jzj � 1 et jRe(z)j � 1=2g est un domaine fondamental
pour cette action. Gauss appelle r�eduites les formes correspondant aux
z 2 D.

Plus g�en�eralement, lorsque n � 2, l'espace X s'identi�e au quotient
SL(n; R)=SO(n) o�u l'on associe �a une matrice A 2 SL(n; R) la matrice
sym�etrique S = A t A de forme quadratique associ�eeQ. Et toute forme qua-
dratique Q d�e�nie positive en n variables s'�ecrit de mani�ere unique sousla
forme :

Q(x) = t1(x1 + u12x2 + u13x3 + : : : + u1n xn )2

+ t2(x2 + u23x3 + : : : + u2n xn )2

+ : : :
+ tn x2

n ;

(1.2)
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o�u t1; : : : ; tn sont des r�eelspositifs et uij 2 R. (C'est la d�ecomositionG =
K AN du groupe SL(n; R).) Et Hermite montre que, quitte �a translater la
matrice S de Q par une matrice A 2 SL(n; Z), on peut supposerque

juij j � 1=2 quand 1 � i < j < N

et

t i �
4
3

t i +1 quand 1 � i � N � 1:

Le sous-ensemble S de X d�e�ni par cesin�egalit�esest appel�e sous-ensemble
de Siegel. L' �etude de l' �equation (1.1) est donc r�eduite aux casdesmatrices
S 2 S , restebien ŝur �a �etudier ces�equations,mais c'est une autre histoire.

Remarquonsplut ôt que le groupe SL(n; Z) n'agit plus proprement sur
l'espacedes formes quadratiques ind�e�nies. L'espace des formes quadra-
tiques non d�eg�en�er�eesde signature (p;q) et de d�eterminant 1 s'identi�e
maintenant au quotient SL(n; R)=SO(p;q) (n = p + q), o�u l'on associe �a
une matrice A 2 SL(n; R) la matrice sym�etrique 1 S = AI p;q

t A de forme
quadratique associ�ee Q. La th�eorie de la r�eduction de Gauss ne s'�etend
donc pas imm�ediatement �a cesformes quadratiques.

N�eanmoins, par un ing�enieux arti�ce, Hermite d�eveloppe une th�eorie
analogue qui s'applique aux formes ind�e�nies. En termes modernes,
l'arti�ce d'Hermite consiste �a remplacer l' �etude de l'action (�a gauche) de
SL(n; Z) sur SL(n; R)=SO(p;q) par l'action (�a droite) de SO(p;q) sur
SL(n; Z)nSL(n; R). �A une forme quadratique Q de matrice S = AI p;q

t A,
Hermite associe l'orbite de A sous l'action �a droite de SO(p;q) dans
SL(n; R) :

A � SO(p;q) = (ASO(p;q)A � 1) � A = SO(Q) � A;

qui co•�ncide avec l'orbite de A sousl'action �a gauche du groupe sp�ecial or-
thogonaleSO(Q) de la forme quadratique Q. Cette orbite seprojette dans
l'espaceX = SL(n; R)=SO(n) des formes quadratiques d�e�nies positives
en un sous-espace(totalement g�eod�esique):

X Q = SO(Q)=(SO(Q) \ ASO(n)A � 1)

isom�etrique �a l'espace sym�etrique associ�e au groupe orthogonal O(p;q).
Hermite appelle alors r�eduite la forme quadratique ind�e�nie Q si l'une
des formes (d�e�nies positives) de la famille X Q � X est r�eduite au sens
de Gauss,autrement dit si l'orbite (�a droite) de SO(p;q) dans SL(n; R),
associ�ee�a Q, rencontre S � SO(n).

1Nous notons I p;q la matrice
�

1p
� 1q

�
:
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Hermite motive imm�ediatement cette d�e�nition en d�emontrant que l'en-
semble desformesquadratiquesnon d�eg�en�er�ees,designature(p;q), enti �eres,
de d�eterminant 1 et r�eduites est �ni. Il en d�eduit que si Q est une forme
quadratique enti �ere ind�e�nie et �a plus de 3 variables, le groupe

SO(Q; Z) := SO(Q) \ SL(n; Z)

est in�ni. Autrement dit, l' �equation (1.1) avec m = n � 3 et S = T
ind�e�nie, admet une in�nit �e de solutions.

Peu apr�es, Poincar�e donne une nouvelle ampleur �a ce sujet en ouvrant
la voie �a une �etude g�eom�etrique des groupes arithm�etiques SO(Q; Z) =
SO(Q) \ SL(n; Z), o�u Q est dor�enavant une forme quadratique non d�eg�en�e-
r�ee,designature(p;q) enti �ere,ded�eterminant 1. Poincar�eretient du r�esultat
d'Hermite qu'il implique que la projection SO(Q; Z)nX Q de X Q dans
SL(n; Z)nX est ferm�ee : le sous-ensemble de Siegel S � X est un en-
semble fondamental pour l'action du groupe SL(n; Z) sur X , l'espacedes
formes quadratiques d�e�nies positives. Un �el�ement de SL(n; Z) envoie le
sous-espaceX Q de X sur le sous-espaceX Q 0 associ�e �a une forme quadra-
tique Q0 toujours enti �ere. Puisque, d'apr�es le th�eor�eme d'Hermite, l'en-
semble desformesquadratiques enti �eresr�eduites de d�eterminant 1 est �ni,
il n'y a qu'un nombre �ni de translat�esde X Q par SL(n; Z) qui intersectent
S � X . En particulier, l'image SO(Q; Z)nX Q de X Q dans SL(n; Z)nX est
ferm�ee et on obtient un ensemble fondamental pour l'action de SO(Q; Z)
sur X Q en formant une r�eunion (�nie) d'in tersectionsde X Q avecun trans-
lat�e de S par un �el�ement de SL(n; Z). Il n'est alors pas di�cile de v�eri�er
que lorsquen � 3 (autrement dit, dim(X Q ) � 2), le quotient SO(Q; Z)nX Q

est de volume �ni et qu'en g�en�eral (n � 2) ce quotient est compact si et
seulement si la forme quadratique Q ne repr�esente pas 0 sur Z.

Dans le castr �esparticulier de l' �equation de Pell, Q = x2 � Dy2, l'espace
X Q = R et le quotient SO(Q; Z)nX Q est un cercle. Le groupe SO(Q; Z)
dessolutions �a l' �equation de Pell est alors n�ecessairement in�ni.

Le changement de point de vue inaugur�e par Poincar�e permettra in �ne
de r�epondre �a la questiondeCli�ord et Klein, elle lui fournit d�ej�a la mati�ere
pour construire sespremiers exemplesde groupesfuchsiens(cf. [17]). �A la
suite de Poincar�e et plut ôt que de s'int�eresserau cardinal in�ni ou non de
SO(Q; Z), il est maintenant naturel de tenter de comprendre la forme et
la g�eom�etrie des quotients arithm �etiques SO(Q; Z)nX Q . De tels quotients
englobent les sym�etries des �equations du type (1.1) et l'oeuvre de Siegel
nousenseigneque leur topologieet leur spectre forment en retour la clef de
l' �etude de l' �equation g�en�erale (1.1). Nous n'aborderons pas cette derni�ere
question, le but de ce m�emoire est de survoler les r�esultats connus concer-
nant la cohomologieet le spectre des vari�et�es localement sym�etriques (et
donc en particulier de cellesd'entre ellesqui sont arithm �etiques).

Dans la suite de cette intro duction nous faisonsquelquesrappels g�en�e-
raux : d�e�nition des vari�et�es arithm �etiques, formule de Matsushima et
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repr�esentationscohomologiques,qui nous permettront de rentrer directe-
ment dans le vif du sujet.

1.1 Vari �et �es arithm �etiques et non arithm �etiques

Soit G un groupe alg�ebrique r�eductif et connexesur Q. Les ad�eles A de
Q forment un anneaulocalement compact, dans lequel Q seplonge diago-
nalement commeun sous-anneau.On peut consid�erer le groupe G(A) des
points ad�eliquesde G, qui contient G(Q) commesous-groupe discret. Nous
supposeronstoujours que le centre de G est compact sur R.

Un sous-groupe de congruence de G(Q) est un sous-groupe de la forme
� = G(Q) \ K f , o�u K f � G(Af ) est un sous-groupe compact ouvert du
groupe G(A f ) despoints ad�eliques�nis de G. 2

Soit X G = G(R)=K1 l'espacesym�etrique associ�e au groupe G, o�u K 1 �
G(R) estun sous-groupecompactmaximal. NousnoteronsdG sadimension.
D'apr �esun th�eor�emede Borel et Harish-Chandra [25], le quotient � nX G de
l'espacesym�etrique X G par un sous-groupe de congruence� � G(Q) est de
volume �ni. C'est une vari�et�e localement model�eesur X G d�esque le groupe
� est sanstorsion, ce que l'on peut toujours supposerquitte �a passer�a un
sous-groupe d'indice �ni dans�. Nousappelleronsvari�et�e de congruence un
tel quotient � nX G . Toujours d'apr�esBorel et Harish-Chandra, celui-ci est
compact si et seulement si le groupe G est anisotrope sur Q. Par d�e�nition
une vari�et�e arithm�etiqueest une vari�et�e localement sym�etrique qui poss�ede
un revêtement riemannien �ni isom�etrique �a un revêtement riemannien �ni
d'une vari�et�e de congruence.

Lesquotients SL(n; Z)nX et SO(Q; Z)nX Q consid�er�esci-dessussont des
exemplesde vari�et�esarithm �etiques(de congruences),le th�eor�emede Borel
et Harish-Chandra est une g�en�eralisation de la d�emonstration esquiss�eeci-
dessusdu fait que SO(Q; Z)nX Q est de volume �ni (lorsque Q a plus de 3
variables). La construction de cesvari�et�es arithm �etiques a permis �a Borel
[23] de r�epondre positivement �a la question de Cli�ord et Klein : �etant
donn�e un espacesym�etrique X , il existe toujours une vari�et�e riemannienne
compacte localement model�ee sur X . Deux questionsnaturelles se posent
alors : 1) une telle vari�et�e est-ellen�ecessairement arithm �etique? et 2) si elle
est arithm �etique, est-ellen�ecessairement de congruence?

La r�eponse �a la premi�ere question est bien ŝur n�egative en g�en�eral (il
existe un espacede modules des surfaceshyperboliques compactes).Mais
Margulis puis Gromov et Schoen ont d�emontr �e qu'une vari�et�e localement
sym�etrique irr �eductible de volume �ni qui n'est ni hyperbolique (r�eelle) ni
hyperbolique complexeest arithm �etique.

En ce qui concerneles vari�et�eshyperboliques r�eelles,c'est-�a-dire locale-
ment model�ees sur Hn l'espace sym�etrique associ�e au groupe SO(n; 1),

2Lorsque G est d�e�ni sur Z, on peut pr�ef�erer consid�erer les sous-groupes � de G(Z)
qui contiennent un sous-groupe de la forme ker(G(Z) ! G(Z=N Z)) pour un certain
entier N � 1.
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il est bien connu qu'il existe des vari�etes non arithm �etiques en dimen-
sion 2 (espacede Teichm•uller), en dimension 3 (travaux de Thurston).
Mais il est plus d�elicat de construire de telles vari�et�esen toute dimension.
Mise �a part quelquesexemples,dus �a Vinberg, de groupesde Coxeter non
arithm �etiques, la seuleconstruction g�en�eralede vari�et�eshyperboliquesnon
arithm �etiques est due �a Gromov et Piatetski-Shapiro [55]. Nous la rappe-
lons bri�evement au x2.1.

Le cas des vari�et�es hyperboliques complexes, c'est-�a-dire celui des
vari�et�eslocalement model�eessur Hn

C, l'espacesym�etrique associ�e au groupe
SU(n; 1), est plus myst�erieux. On ne sait alors construire desvari�et�esnon
arithm �etiques qu'en dimension (complexe) n = 2 ou n = 3. Les autres di-
mensionsrestent compl�etement ouvertes.Nous n'aurons rien de plus �a dire
sur les vari�et�eshyperboliquescomplexesnon arithm �etiques.

La majeure partie du texte sera consacr�ee aux vari�et�es arithm �etiques.
Tentons bri�evement de motiver cette restriction : pour le g�eom�etre l'arith-
m�etique a ceci de fascinant qu'elle fournit un moyen de construire des es-
paces, ainsi les vari�et�es arithm �etiques fournissent-elles de nombreux
exemplesde vari�et�es �a courbure n�egative (ou nulle) 3. Ces constructions
sont d'autant plus importantes, que toutes les vari�et�es�a courbure n�egative
de dimension � 4 connuesproviennent essentiellement de cesconstructions
arithm �etiques�a partir de chirurgie, modi�cation de la m�etrique, : : :. Il nous
semble donc naturel de s'attarder sur les vari�et�esarithm �etiques.

Venonsen maintenant �a la deuxi�eme question ci-dessus,connue sousle
nom de \Probl �eme des sous-groupes de congruence". La r�eponse �a cette
question bien qu'avanc�ee n'est pas encore connue en g�en�erale, nous ren-
voyons au livre de Platonov et Rapinchuk [94] pour plus de d�etails. Nous
ne parlerons que tr �esbri�evement de ce probl�emedans le texte.

Ce texte est essentiellement consacr�e �a l' �etude desgroupesde cohomolo-
gie H � (� nX ) (�a coe�cien ts constants complexes)des vari�et�es localement
sym�etriques ainsi qu'au spectre du laplacien sur celles-ci. Dans ce sur-
vol nous ne consid�erons que le cas (le plus riche) des quotients d'espaces
sym�etriques simplement connexesde courbure n�egative et sansfacteurs eu-
clidiens. Nous insistons principalement sur le cas des quotients compacts.
Un grand nombre d'aspects int�eressants de la cohomologiedesvari�et�es lo-
calement sym�etriques n'y sont en particulier pas mentionn�es (liens entre
s�eries d'Einsenstein et cohomologie au bord, questions de rationalit �e et
applications arithm �etiques, : : :). En�n notons que ce texte est essentielle-
ment la reproduction de mon m�emoired'habilitation (Universit�e Paris-Sud,
d�ecembre 2005) la pr�esentation desr�esultats est donc fortement d�es�equili-
br�eepuisque j'y insiste sur mespropres r�esultats.

Du fait de l'homog�en�eit�e des espacessym�etriques, les questions de co-
homologie et de spectre des vari�et�es localement sym�etriques, s'�enoncent

3Un autre exemple frappan t est la construction de graphes expanseurs, reli �ee �a la
partie spectrale du m�emoire.
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naturellement en termes de th�eorie des repr�esentations. L'ob jet des deux
sectionssuivantes est d'in tro duire ce langageet de poser les questionsqui
motivent la plupart desr�esultats de ce survols.

1.2 Form ule de Matsushima

Fixons X un espacesym�etrique simplement connexe,de courbure n�egative
et sansfacteurs euclidiens. Soit G un groupe de Lie r�eductif r�eel qui agit
transitiv ement sur X par isom�etries. Nous supposonsque l'application de
G vers la composante connexede l'identit �e du groupe des isom�etries de
X a une �bre compacte. Dans la suite nous supposonsque la m�etrique
riemannienne de X est identique �a celle induite par la forme de Killing
de G. Nous notons K le groupe d'isotropie dans G d'un point �x �e p de
X . Puisque X est de courbure n�egative, le groupe G a un centre compact
et nous supposeronsqu'il n'a aucun facteur (simple) compact. Notons g0

l'alg�ebre de Lie de G et g0 = k0 � p0 la d�ecomposition associ�eeau choix de
K . Si l0 est une alg�ebrede Lie, nousnoteronsl = l0 
 C sacomplexi�cation.

Soit � un sous-groupe discret (sans torsion) de G tel que S(�) = � nX
soit compacte.Soit Ek (S(�)) l'espacedes formes di� �erentielles de degr�e k
sur S(�). Puisquele �br �e cotangent T � S(�) est isomorpheau �br �e � nG� K

p� ! � nG=K = S(�), qui est associ�e au K -�br �e principal K ! � nG !
� nG=K et �a la repr�esentation de K dans p� , on a :

Ek (S(�)) ' (C1 (� nG) 

^

k p� ) ' HomK (
^

k p; C1 (� nG)) : (1.3)

Notons � le laplacien de Hodge-de Rham sur la vari�et�e riemannienne
(localement sym�etrique) S(�) (o�u la m�etrique est d�eduite de la forme de
Killing sur g0). L'espacedesformesharmoniquesde degr�e k est donn�e par

H k (S(�)) := f ! 2 Ek (S(�)) : � ! = 0g:

La th�eorie de Hodge fournit un isomorphismenaturel

H � (S(�)) ' H � (S(�)) :

Rappelonsqu'un (g; K )-module est un espacevectoriel complexeV muni
de repr�esentations de g et K , soumisesaux trois conditions suivantes.

1. L'action de K sur V est localement �nie , i.e. tout vecteur v 2 V
appartient �a un sous-espaceK -invariant V1 � V de dimension �nie,
et la repr�esentation de K dans V1 est lisse.

2. La di� �erentielle de l'action de K (qui est bien d�e�nie d'apr�es1.) est
�egale�a la restriction �a k de l'action de g.

3. Si X 2 g, k 2 K et v 2 V , alors k � (X � v) = (Ad (k)X ) � (k � v).

Si (� ; H � ) est une repr�esentation continue de G dansun espacede Hilb ert,
l'espace des vecteurs lisses et K -�nis de � est un (g; K )-module appel�e
module de Harish-Chandra de � .
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Soit maintenant (� ; V� ) un (g; K )-module irr �eductible. �A l'aide de (1.3)
on d�e�nit naturellement une application lin�eaire

T� :
�

HomK (
V � p; � ) 
 Homg;K (� ; C1 (� nG)) ! E� (S(�)) ;

 
 ' 7! ' �  :
(1.4)

Soit bG l'ensemble desclassesd'�equivalencedes(g; K )-modules irr �educti-
bles qui sont unitarisables. Rappelonsqu'Harish-Chandra a d�emontr �e que
bG s'identi�e naturellement au dual unitaire de la composante connexede
l'identit �e G0 de G (le senstrivial consiste�a consid�erer le module d'Harish-
Chandra de chaquerepr�esentation unitaire irr �eductible de G0). D'un autre
côt�e, un r�esultat dû �a Gel'fand et Piatetski-Shapiro [53] a�rme que la
repr�esentation r�eguli�ere droite dans L 2(� nG0) admet une d�ecomposition
en sommedirecte de Hilb ert discr�ete

L 2(� nG0) '
X

� HomG (� ; L 2(� nG0)) 
 � =
X

� n� (� )� ;

o�u � parcourt cette fois le dual unitaire de G0 et la multiplicit �e

n� (� ) := dimCHomG (� ; L 2(� nG0)) < 1 :

On voit ainsi sedessinerune correspondanceentre certainesrepr�esenta-
tions de G et l'espacedesformesdi� �erentielles � -propres pour le laplacien.
Avant de donner un �enonc�e pr�ecis, rappelons que l' op�erateur de Casimir
est


 =
X

1� s� n

ys:y0
s

o�u (ys) est une basede g et (y0
s) la baseduale de g par rapport �a sa forme

de Killing.
La (tr �es) l�eg�ere modi�cation du th�eor�eme de Matsushima [86] qui suit

est d�emontr �eedans [16].

Th �eor �eme 1.1. Soit E k
� l'espace desk-formes di� �erentielles sur S(�) qui

sont � -propres pour le laplacien � . Alors :

dim(E k
� ) =

X

� 2 bG
� (
) = � �

n� (� )dim(HomK (
^

� p; � )) ;

la somme�etant �nie.

Le Th�eor�eme 1.1 s'applique en particulier au calcul de la dimension de
E k

0 = H k (S(�)) et implique que l'image

Image(T� ) � H � (S(�)) ' H � (S(�)) (1.5)
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si et seulement si � (
) = 0. On dit dans ce cas que le sous-espacede
H � (S(�)) correspondant �a l'image de T� est la � -composante, on note celle-
ci H � (� : �). Autrement dit,

H k (� : �) := Image(T� ) \ H k (S(�)) (k 2 N); (1.6)

via l'isomorphisme (1.5). On a alors

H � (� : �) ' n� (� )H � (g; K ; � ); (1.7)

H � (S(�)) =
M

�

H � (� : �) : (1.8)

Ici H � (g; K ; � ) d�esignela (g; K )-cohomologie de � , c'est-�a-dire la cohomo-
logie du complexe

C � (g; K ; � ) := HomK (
^

� p; � );

muni de la di� �erentielle d�e�nie pour ! 2 Cp(g; K ; � ) par la formule :

d! (X 0; : : : ; X p) =
pX

i =0

(� 1)i X i � ! (X 0; : : : ; cX i ; : : : ; X p):

1.3 Repr �esentations cohomologiques

Une repr�esentation � 2 bG dont la (g; K )-cohomologieest non triviale est
dite cohomologique. D'apr �esParthasarathy [93], Kumaresan [72] et Vogan-
Zuckerman [116], les repr�esentations cohomologiquespeuvent être d�ecrites
comme suit. Notons t0 = Lie(T) une sous-alg�ebre de Cartan de k0. On
consid�ere les sous-alg�ebresparaboliques � -stable q � g : q = l � u [116], o�u
l est le centralisateur d'un �el�ement X 2 i t0 et u est le sous-espaceengendr�e
par lesracinespositivesde X dansg. Alors q est stable sous� ; on en d�eduit
une d�ecomposition u = (u \ k) � (u \ p). Soit R = dim(u \ p).

Associ�e �a q, se trouve un (g; K )-module irr �eductible bien d�e�ni Aq que
nouscaract�erisonsmaintenant. Supposonse�ectu �eun choix deracinesposi-
tiv es pour (k; t) de fa�con compatible avec u. Soit e(q) un g�en�erateur de
la droite

V R (u \ p). Alors e(q) est le vecteur de plus haut poids d'une
repr�esentation irr �eductible V (q) de K contenue dans

V R p; et dont le plus
haut poids est donc n�ecessairement 2� (u \ p). La classed'�equivalencedu
(g; K )-module Aq est alors uniquement caract�eris�eepar lesdeux propri�et�es
suivantes.

Aq est unitarisable avec le même caract�ere in�nit �esimal que la
repr�esentation triviale

(1.9)

HomK (V (q); Aq) 6= 0: (1.10)
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Remarquonsque la classedu module Aq ne d�epend que de l'in tersection
u \ p, autrement dit deux sous-alg�ebres paraboliques q = l � u et q0 =
l0 � u0 v�eri�an t u \ p = u0 \ p donnent lieu �a une même classede module
cohomologique.

De plus, V (q) intervient avec multiplicit �e 1 dans Aq et
V R (p), et

H i (g; K ; Aq) �= HomL \ K (
^

i � R (l \ p); C): (1.11)

Ici L est un sous-groupe de K d'alg�ebre de Lie l.
Si � est un sous-groupe discret (et sanstorsion) de G, la Aq-composante

H R (Aq : �) de H R (S(�)) est dite fortement primitive . Nous notons
H �

prim+ (S(�)) la partie fortement primitiv e de la cohomologie.
Remarquonsque la repr�esentation triviale 1G du groupe G est (l'unique

repr�esentation) cohomologiquede degr�e (fortement primitif ) 0. Elle inter-
vient toujours avecmultiplicit �e n � (1G ) = 1 dansla repr�esentation r�eguli�ere
droite L 2(� nG). La formule de Matsushima (1.7)+(1.8) et le calcul (1.11)
impliquent alors l'injection :

H � ( bX G ) �= HomK (
^

� p; C) ,! H � (S(�)) ; (1.12)

o�u bX G d�esignele dual compact de X G . Cette injection, due �a Hirzebruch,
force d�ej�a un certain nombre de restrictions cohomologiquessur la to-
pologie des vari�et�es localement sym�etriques compactes.D'autres restric-
tions d�ecoulent de la classi�cation desrepr�esentations cohomologiques: des
conditions d'annulation. Il est en e�et imm�ediat que si X est irr �eductible,

H i (S(�)) = 0; pour tout 0 < i < r G ; (1.13)

o�u r G est l'in�m um desdim(u\ p) sur toutes lessous-alg�ebresparaboliques
� -stable q = l + u de g. On peut trouver une table desvaleurs possiblesde
rG dans[116, Table 8.2]. Retenonssimplement quer G est toujours inf�erieur
au rang r�eel de G.

Toutes ces restrictions cohomologiquessont des restrictions locales, le
groupe � n'in tervient pas r�eellement, seuleintervient l'alg�ebre lin�eaire du
groupe G. Comme nous venonsde le rappeler, celle-ci est bien comprise.
On peut alors seposerdesquestionsglobales:

Question 1.1. Soient � un sous-groupe discret cocompact de G et � 2 bG
une repr�esentation cohomologique. Existe-t-il un sous-groupe d'indice �ni
� 0 de � tel que n� 0(� ) 6= 0?

Ou plus faiblement :

Question 1.2. Soit � 2 bG une repr�esentation cohomologique. Existe-t-il
un sous-groupe � discret et cocompact de G tel que n � (� ) 6= 0?
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L'ob jectif (pour l'instant hors de port�ee) est de comprendrela topologie
d'une vari�et�e localement sym�etrique donn�eeS(�) et donc de d�eterminer les
repr�esentations cohomologiques� 2 bG telles que n� (� ) 6= 0.

Un casparticulier important de la Question 1.1 est la c�el�ebre conjecture
suivante g�en�eralement attribu �ee�a Thurston.

Conjecture 1.1. Soit M une vari�et�e hyperbolique compacte. Alors M pos-
s�edeun rev̂etement �ni dont le premier nombre de Betti est non nul.

Cette conjectureestencorelargement ouverte, cequi estparticuli �erement
frustrant en dimension 3. En admettant la conjecture de g�eom�etrisation
d�emontr �ee,c'est ŝurement le trou le plus b�eant dans notre compr�ehension
de la topologie des vari�et�es de dimension 3 compacte. Celle-ci implique
en particulier la Conjecture de Waldhausenselon laquelle toute vari�et�e de
dimension 3 compacte irr �eductible admet un revêtement �ni Haken, c'est-
�a-dire contenant une surfaceplong�eeincompressible(� 1-injective). Remar-
quons qu'inversement on ne sait même pas d�emontrer qu'une vari�et�e hy-
perbolique compacteHaken v�eri�e la Conjecture 1.1.

Nous pouvons maintenant commencer le survol des r�esultats connus
concernant la cohomologiedes vari�et�es localement sym�etriques et notam-
ment les Questions1.1 et 1.2. Nous commen�conspar le casdesespaceshy-
perboliquesr�eelset complexes.Ceux-ci ont ene�et descaract�eristiquespar-
ticuli �eres(comme l'existence de vari�et�esnon arithm �etiques) qui les isolent
du reste desespacessym�etriques et jouent par ailleurs un rôle central dans
cesquestions.Remarquonsen�n qu'il n'est en g�en�eral pas n�ecessairede se
restreindre �a �etudier la cohomologie�a coe�cien ts constants ou les vari�et�es
compactes.Le cas des coe�cien ts tordus ne pr�esente essentiellement au-
cune di�cult �e nouvelle, nous n'en discuteronsque tr �esbri�evement dans la
suite du texte. Le cas des vari�et�es localement sym�etriques non compactes
de volumes �nis est par contre tr �es int�eressant et pr�esente des probl�emes
profonds nouveaux. Nous aborderons quelquesuns de ceux-ci �a la �n du
m�emoire.

2 Cohomologie des vari �et �es hyp erb oliques

Dans cette section X = Hn ou Hn
C est un espacehyperbolique r�eel ou

complexe.Le groupe G est donc du type O(n; 1) ou U(n; 1). Explicitons la
classi�cation desrepr�esentations cohomologiquesde cesgroupes.

Le cas G = O(2n; 1). L'ensemble desclassesd'�equivalencesderepr�esenta-
tions cohomologiquesde G est alors

f � 0 = 1G ; � 1; : : : ; � n � 1g [ f � +
n ; � �

n g;
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o�u pour j = 0; : : : ; n � 1, la repr�esentation � j v�eri�e

H k (g; K ; � j ) �=

�
C si k = j ; 2n � j ;
0 sinon;

(k 2 N)

et

H k (g; K ; � �
n ) �=

�
C si k = n;
0 sinon;

(k 2 N):

Si � est un sous-groupe discret cocompact de G et j un entier compris
entre 0 et n � 1, les nombres de Betti

bj (S(�)) = b2n � j (S(�)) = n� (� j ):

Et pour j = n,
bn (S(�)) = n� (� +

n ) + n� (� �
n ):

Le cas G = O(2n+1 ; 1). L'ensemble desclassesd'�equivalencesderepr�esen-
tations cohomologiquesde G est alors

f � 0 = 1G ; � 1; : : : ; � n g;

o�u pour j = 0; : : : ; n, la repr�esentation � j v�eri�e

H k (g; K ; � j ) �=

�
C si k = j ; 2n + 1 � j ;
0 sinon;

(k 2 N):

Si � est un sous-groupe discret cocompact de G et j un entier compris
entre 0 et n, les nombres de Betti

bj (S(�)) = b2n +1 � j (S(�)) = n� (� j ):

Le cas G = U(n; 1). L'ensemble des classesd'�equivalencesde repr�esen-
tations cohomologiquesde G est alors

f � i;j : i; j 2 N; i + j � ng;

o�u pour i; j 2 N, i + j � n, la repr�esentation � i;j v�eri�e

H k (g; K ; � i;j ) �=

�
C si k = i + j + 2l (0 � l � n � i � j );
0 sinon;

(k 2 N):

Si � est un sous-groupe discret cocompact de G, la vari�et�e S(�) est
kaehl�erienne.La dimension de l'espacedes formes harmoniquesprimitiv es
de bidegr�e (i; j ), avec i; j 2 N, i + j � n, est �egale�a n � (� i;j ) = n� (� j ;i ). Si
i; j 2 N, i + j � n, alors les nombres de Hodge

hi;j (S(�)) = hj ;i (S(�)) = hn � i;n � j (S(�)) = hn � j ;n � i (S(�))

=
min( i;j )X

l =0

n� (� i � l ;j � l ):
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En�n, si p est un entier compris entre 0 et 2n, les nombres de Betti

bp(S(�)) = b2n � p(S(�))

=
X

i + j = p

hi;j (S(�))

=
[p=2]X

l =0

X

i + j � p� 2l

n� (� i;j ):

2.1 Un bref surv ol de la litt �erature

Les premi�eres r�eponsespartielles aux Questions 1.1 et 1.2 ont d'abord
concern�e les vari�et�es hyperboliques r�eelleset donc le groupe G = O(n; 1).
Si n = 2, les sous-groupesdiscrets cocompactsde G sont desgroupes fon-
damentaux de surfacesde genre � 2, donc de premier nombre de Betti
non nul. Pour 3 � n � 5, les premiers exemplesde S(�) avec un premier
nombre de Betti non nul ont �et�e donn�espar Vinberg (cf. [1]). Au milieu des
ann�ees70, Millson [88] et Thurston (non publi�e) ont construit pour tout
n � 2 desvari�et�eshyperboliquescompactesarithm �etiquesS(�) de premier
nombre de Betti non nul.

Esquissonsla construction de cesvari�et�esarithm �etiques.Soit K un corps
de nombre totalement r�eel de degr�e m sur Q et soient � 1 = id; � 2; : : : ; � m

les di� �erents plongements de K dans R. Soit

q(x1; : : : ; xn ; xn +1 ) = a1x2
1 + : : : + an x2

n � an +1 x2
n +1

une forme quadratique diagonaleavec chaque ai 2 K . Supposonsque � 1 q
a pour signature (n; 1) et que � i q est d�e�nie positive pour i = 2; 3; : : : ; m.
Le groupe G obtenu �a partir du groupe orthogonal O(q) par restriction des
scalairesde K �a Q est un groupe r�eductif alg�ebrique sur Q dont l'ensemble
des points r�eels est isomorphe au produit O(n; 1) � O(n + 1)m � 1. Soit
� un sous-groupe de congruencesans torsion dans G. Le groupe � agit
alors librement sur l'espacehyperbolique Hn (l'espacesym�etrique associ�e
au groupe G) et le quotient � nHn est une vari�et�e hyperbolique de volu-
me �ni. Celle-ci est compacte sauf si K = Q et q repr�esente 0 sur Q.
Nous dirons d'une vari�et�e hyperbolique qu'elle est arithm�etique standard
si et seulement si elle admet un revêtement (riemannien) �ni qui est un
revêtement �ni d'une vari�et�e � nHn comme ci-dessus.Nous pouvons alors
�enoncerplus pr�ecisemment le th�eor�emede Millson (et Thurston).

Th �eor �eme 2.1. Toute vari�et�e hyperbolique arithm�etique standard admet
un rev̂etement �ni dont le premier nombre de Betti est non nul.

L'argument principal de la d�emonstration de ce Th�eor�emeest g�eom�etri-
que, il reposede mani�ere essentielle sur l'existence d'hypersurfacestotale-
ment g�eod�esiques.Celle-ci provenant du fait que le groupe O(q) contient
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le groupe orthogonale d'une forme en n variables de signature (n � 1; 1)
en la place � 1. Dans [80], en utilisant la th�eorie de Bass-Serred'actions de
groupes sur les arbres, Lubotzky simpli�e la d�emonstration du Th�eor�eme
2.1 en le d�eduisant du th�eor�emeplus g�en�eral suivant.

Th �eor �eme 2.2. Soit M une vari�et�e hyperboliquedevolume�ni. Supposons
que M contienne une hypersurface (plong�ee) totalement g�eod�esique.Alors
M admet un rev̂etement �ni dont le groupe fondamental se surjecte sur un
groupe libre de rang 2. (Ce rev̂etement �ni a, en particulier, un premier
nombre de Betti non nul.)

Nous verrons comment d�eduire ce Th�eor�eme d'un r�esultat plus pr�ecis
(et de preuve �el�ementaire) d�emontr �e dans [7] sur lequel nous revenonsau
x2.2. Remarquonspour l'instant que le Th�eor�eme2.1 r�epond positivement
�a la Question 1.2 dans le cas du groupe O(n; 1) et pour la repr�esentation
� 1 : pour tout n � 2, il existe un sous-groupe discret cocompact � � G tel
que n� (� 1) 6= 0. On l'a dit la Question 1.1 semble bien plus d�elicate. Le
Th�eor�eme 2.2 permet n�eanmoinsde d�emontrer quelquesr�esultats int�eres-
sants dans cette direction.

Nous avons en e�et rappel�e qu'il existe des vari�et�es hyperboliques non
arithm �etiques en toute dimension n � 2. En dimension n = 3, il en existe
plein et la Conjecture de Thurston est tr �es largement ouverte. �A partir de
la dimension 4 on ne connait que tr �es peu de vari�et�es hyperboliques non
arithm �etiques,cesont soit desvari�et�eshybrides construites par Gromov et
Piatetski-Shapiro [55] soit desvari�et�esobtenuescommequotient de Hn par
un groupe � commensurable�a un groupe engendr�e par des r�e
exions (cf.
[1]), que nous appelons vari�et�es de Poincar�e-Vinberg. �A indice �ni pr�es,
on peut supposer que � est normalis�e par une r�e
exion. Cette r�e
exion
agit alors sur la vari�et�e � nHn et l'ensemble de sespoints �xes forme une
hypersurfacetotalement g�eod�esique.Le corollaire suivant d�ecouledonc du
Th�eor�eme2.2.

Corollaire 2.1. Lesvari�et�eshyperboliquesde Poincar�e-Vinberg admettent
un rev̂etement �ni avec un premier nombre de Betti non nul.

Esquissonsmaintenant la construction des vari�et�es hybrides de Gro-
mov et Piatetski-Shapiro. Soient M 1 et M 2 deux vari�et�es hyperboliques
arithm �etiques standard de dimension n. Soient F1 � M 1 et F2 � M 2 deux
hypersurfaces,plong�ees, totalement g�eod�esiqueset isom�etriques. Fixons
une isom�etrie ' : F1 ! F2. On appelle vari�et�e hybride la vari�et�e hyper-
bolique obtenue en d�ecoupant M 1 et M 2 suivant F1 et F2 et en recollant
F �

1 avecF �
2 par ' , o�u F �

i sont lescopiesde Fi dansla vari�et�e M i d�ecoup�ee
suivant Fi . Par construction une vari�et�e hybride contient une hypersurface
totalement g�eod�esiqueet le Th�eor�eme2.2 implique le corollaire suivant.

Corollaire 2.2. Les vari�et�es hyperboliques hybrides admettent un rev̂ete-
ment �ni avec un premier nombre de Betti non nul.
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Concernant les autres nombres de Betti (ou les autres repr�esentations
cohomologiques),en d�eveloppant les id�eesde [88] Millson et Raghunathan
r�epondent compl�etement et positivement dans [89] �a la Question 1.2 pour
le groupe O(n; 1). Ils montrent plus pr�ecisemment le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 2.3. Toute vari�et�e hyperbolique arithm�etique standard com-
pacte admet un rev̂etement �ni dont tous les nombres de Betti sont non
nuls.

Cestechniquesg�eom�etriquesreposent demani�ereessentielle sur l'existen-
ce d'hypersurfacestotalement g�eod�esiques.Ce qui n'a plus lieu dans le cas
des vari�et�es hyperboliques arithm �etiques non standard ou dans le cas des
vari�et�es hyperboliques complexes.En ce qui concernecesderni�eres il est
naturel de commencerpar consid�erer les vari�et�es hyperboliques complexes
standard obtenues, comme dans le cas r�eel, en consid�erant des groupes
unitaires sur desextensionsquadratiques imaginaires de corps de nombres
totalement r�eels. Dans [65] Kazhdan �etudie la Question 1.2 dans le cas
du groupe U(2; 1) (et pour les vari�et�es arithm �etiques standard) �a l'aide
du \relev �e thêta" �a partir du groupe U(1). �A la suite de ce travail et en
d�eveloppant la même technique, Shimura [105] puis Borel et Wallach [26]
montrent �nalement le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 2.4. Toute vari�et�e hyperbolique complexe arithm�etique stan-
dard admet un rev̂etement �ni dont le premier nombre de Betti est non
nul.

Dans une direction oppos�ee Rogawski [100] montre qu'une vari�et�e
hyperbolique complexe de congruencede dimension (r�eelle) 4 a un pre-
mier nombre de Betti nul sauf si elle est arithm �etique standard. Plus
g�en�eralement, Clozel [38] montre le th�eor�eme suivant (cf. [16] pour une
autre d�emonstration).

Th �eor �eme 2.5. Soit G un groupe alg�ebriquesur Q obtenu par restriction
des scalaires �a partir du groupe des unit �es d'une alg�ebre �a division sur
une extensionquadratique imaginaire d'un corps de nombre totalement r�eel
isomorphe �a toute l'alg�ebre des matrices en chaquerami�c ation et tel que
G(R) �= U(n; 1) � (compact), avec n + 1 � 3. Soit � un sous-groupe de
congruence � G(Q). Alors,

H 1(S(�)) = 0:

�A la suite de Kazhdan, Shimura et Borel et Wallach, la technique du
\relev �e thêta" est notamment d�evelopp�eepar Wallach [117], Anderson [3]
et Li [76]. Nous y reviendrons plus loin dans une plus grande g�en�eralit �e.
En ce qui concerne les vari�et�es hyperboliques complexes,cette m�ethode
permet de d�emontrer le th�eor�emesuivant.
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Th �eor �eme 2.6. Toute vari�et�e hyperbolique complexe arithm�etique stan-
dard admetun rev̂etement�ni dont tous lesnombresdeBetti sont non nuls.
Plus pr�ecis�ement, si � est une repr�esentationcohomologiquedu groupe G =
U(n; 1) de la forme � i; 0, pour i = 0; : : : ; n, ou � i;j , pour i + j < (n + 1)=2,
et si � est un sous-groupe arithm�etique standard de G, il existe un sous-
groupe d'indice �ni (de congruence si � est de congruence) � 0 � � tel que
n� 0(� ) 6= 0.

Le Th�eor�eme 2.6 r�epond donc positivement �a la Question 1.2 pour un
grand nombre de repr�esentations cohomologiques.La Question 1.1 reste
quant �a elle grandeouverte. N�eanmoins,le Th�eor�eme2.5 semble aller dans
le sensn�egatif : pour r�epondre positivement �a la Question 1.1 il faudra
sortir du monde des vari�et�es de congruence,ce qui n'est pas n�ecessaire
dans le casdu Th�eor�eme2.6.

La technique du \relev �e thêta" s'applique �egalement aux vari�et�eshyper-
boliquesr�eellesarithm �etiques(mêmenon standard). Li [76] montre notam-
ment le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 2.7. Toute vari�et�e hyperboliquearithm�etiquededimension n 6=
7 admet un rev̂etement �ni dont tous les nombres de Betti bi pour 0 � i <
(n � 1)=4 sont non nuls.

La restriction n 6= 7 sur la dimensionprovient de l'existenceendimension
7 de vari�et�esarithm �etiques sp�ecialespeu comprises.

En ce qui concerneplus particuli �erement le premier nombre de Betti (et
donc la Conjecture de Thurston) Li et Millson [77] et ind�ependamment
Raghunathan et Venkataramana [96] �etendent le Th�eor�eme 2.7 par des
m�ethodescompl�etement di� �erentes.

Th �eor �eme 2.8. Toute vari�et�e hyperbolique arithm�etique de dimension 6=
3; 7 admet un rev̂etement �ni dont le premier nombre de Betti non nul.

La restriction n 6= 7 sur la dimensiondanslesdeux th�eor�emespr�ec�edents
provient de l'existence en dimension 7 de vari�et�es arithm �etiques sp�eciales
peucomprises,associ�eesaux formes3D4 et 6D4 du groupeSO(8). �A propos
de cesvari�et�esnous motivons dans [20] la conjecture suivante.

Conjecture 2.1. Soit G un groupe semi-simplealg�ebriquesur Q provenant
(par restriction desscalaires) d'un groupe de type 3D4 ou 6D4 sur un corps
de nombre totalement r�eel et tel que G(R) = O(7; 1) � (compact), alors
pour tout sous-groupe de congruence � � G(Q), on a :

b1(�) = 0:

Si vraie, la Conjecture de Thurston devrait donc n�ecessiterde sortir
du monde des sous-groupes de congruencece qui n'est le cas d'aucun des
r�esultats connus pour l'instant.
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La dimension 3 est encoreune fois la plus d�elicate, le groupe SO(3; 1) �=
SL(2; C) �etant �egalement un groupe complexe,il y a plus de constructions
arithm �etiques.Dans ce caset en ce qui concerneles vari�et�esarithm �etiques
les r�eponsesles plus compl�etes �a la Conjecture de Thurston sont dues �a
Labesseet Schwermer [73], Clozel [33] et, plus r�ecemment, Rajan [97].

Remarquons�nalement quedans[79], Lubotzky donneuned�emonstration
plus �el�ementaire du Th�eor�eme 2.8 en le ramenant au Th�eor�eme 2.6 : sui-
vant une remarque de Raghunathan et Venkataramana, Lubotzky plonge
les vari�et�es hyperboliques arithm �etques consid�er�eesdans des vari�et�es hy-
perboliques complexesarithm �etiques standard et consid�ere la restriction
des classesde cohomologie non triviales obtenues par le Th�eor�eme 2.6.
Une partie de notre approche de cesprobl�emesest une g�en�eralisation de la
m�ethode de Lubotzky. Nous y revenonsplus loin.

2.2 E�euillage des vari �et �es hyp erb oliques

Commen�conspar �enoncerun lemmeg�en�eral, cf. [9], qui d�ecouleessentielle-
ment de la d�emonstration du c�el�ebre Lemme de Mal'cev [85] a�rman t que
tout groupe lin�eaire de type �ni est r�esiduellement �ni.

Lemme 2.1. Soient H un sous-ensemblealg�ebrique de GL(n) et � un
sous-groupe de type �ni de GL(n). Il existe alors un suite d�ecroissante
f Nm g de sous-groupes d'indices �nis et distingu�es dans � telle que :

1. l'intersection \ m Nm est r�eduite �a l' �el�ement neutre, et

2. si 
 2 � v�eri�e que pour une in�nit �e de m, il existe un �el�ement
hm 2 H \ � tel que 
 �= hm (mod Nm ), alors 
 2 H .

Remarquonsque la d�emonstration de [7, Th�eor�eme1] implique imm�edia-
tement le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 2.9. Soient M = � nX une vari�et�e localement sym�etrique de
volume �ni et F une sous-vari�et�e totalement g�eod�esique proprement im-
merg�eedans M . Il existe alors un rev̂etement �ni de M auquelF se rel�eve
en une sous-vari�et�e plong�ee.

La d�emonstration reposeessentiellement sur le Lemme 2.1 appliqu�e au
sous-groupe H des isom�etries de X qui pr�eserve une composante connexe
Y de la pr�eimage de F dans X . Notons � = � \ H , alors la vari�et�e
F = � nY . Soit f Nm g une suite de sous-groupesdistingu�esdans � donn�ee
par le Lemme 2.1, notons � m = Nm �. La suite de sous-groupe � m � �
v�eri�e que \ m � m = � et les vari�et�esM m = � m nX forment une tour d'ef-
feuil lage autour de F � X . Autrement dit la suite f M m g est une suite
de revêtements �nis de M qui converge sur tout compact vers la vari�et�e
M 1 = � nX . La vari�et�e F seplongedans le revêtement limite M 1 , il n'est
alors pas di�cile de v�eri�er qu'elle se plonge dans l'un des revêtements
interm�ediairesM m .
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LorsqueM estunesurfacehyperboliqueet F uneg�eod�esique,le Th�eor�eme
2.9 est dû �a Scott [103] et lorsque M est une vari�et�e hyperbolique de di-
mension3 et F une surface,il est dû �a Long [78].

Revenonsau casdesvari�et�eshyperboliques.La consid�eration d'une tour
d'e�euillage autour d'une sous-vari�et�e totalement g�eod�esiquenous permet
dans [7] de d�emontrer le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 2.10. Soient M une vari�et�e hyperbolique de volume �ni et F
une sous-vari�et�e totalement g�eod�esiqueproprement immerg�ee de codimen-
sion 1 dans M . Il existe alors un rev̂etement �ni cM de M et deux compo-
santesconnexes bF1 et bF2 de la pr�eimagede F dans cM telles que bF1 et bF2

soient plong�ees, totalement g�eod�esiquesdans cM et cM n f bF1; bF2g connexe.

Le Th�eor�eme 2.10 implique en particulier le Th�eor�eme 2.2 (et donc le
Th�eor�eme2.1et lesCorollaires2.1et 2.2). Il permet ded�ecouper lesvari�et�es
hyperboliquesobtenuessuivant lessous-vari�et�estotalement g�eod�esiquesde
codimension 1 et de construire des revêtements �nis en les recollant sui-
vant desgraphesr�eguliers.Ainsi le Th�eor�eme2.10 permet-il de jouer avec
certainesvari�et�eshyperboliques commeon joue avec les pantalons dans le
casdessurfaces.

Quelques applications spectrales. On peut notamment appliquer ces
r�esultats �a des probl�emesspectraux. Dans [7] nous construisonsainsi des
triplets (M ; M 1; M 2) de vari�et�eshyperboliques telles que

1. M 1 et M 2 sont deux vari�et�eshyperboliquesnon isom�etriquesrevêtant
�nimen t M , et

2. lesgroupesfondamentaux deM , M 1 et M 2 sesurjectent sur un triplet
de Sunada(cf. [30] ou [19]).

D'o�u l'on d�eduit imm�ediatement le th�eor�emeet le corollaire suivant.

Th �eor �eme 2.11. Soit M une vari�et�e hyperbolique compacte contenant une
sous-vari�et�e totalement g�eod�esiqueproprement immerg�eede codimension 1.
Alors, M admetdeuxrev̂etements�nis isospectraux mais non isom�etriques.

Corollaire 2.3. Pour tout entier n � 2, il existedesvari�et�eshyperboliques
(arithm �etiquesou non) isospectrales non isom�etriques de dimension n.

Lespremiersexemplesde vari�et�eshyperboliquesisospectralesnon isom�e-
triques ont �et�econstruits par Vign�eras[114] endimension2 et 3; cesont des
vari�et�esarithm �etiques.Dans [106], Spatzier montre que pour n > 26, toute
vari�et�e hyperbolique v�eri�e les conclusionsdu Th�eor�eme 2.11. En�n Reid
construit dans [99] desexemplesde vari�et�eshyperboliques de dimension 3
non arithm �etiques, isospectraleset non isom�etriques.

Dans[41], Colboiset Matei �etudient lesliensentre la constante isop�erim�e-
trique de Cheegerh(M ; g) d'une vari�et�e riemanniennecompactede dimen-
sion n (M ; g) et la plus petite valeur propre � 1(M ; g) > 0 du laplacien.



Cohomologieet spectre desvari�et�es localementsym�etriques 23

Deux in�egalit�esclassiquesrespectivement dues�a Cheeger[31] et Buser [29]
a�rmen t que si (M i ; gi ) est une famille de vari�et�esriemanniennesde cour-
bure de Ricci uniform�ement minor�ee telle que h(M i ; gi ) ! 0 as i ! 1 ,
alors � 1(M i ; gi ) = h(M i ; gi ) � i , avec � i 2 [1; 2] pour i su�sammen t grand.
Colbois et Matei �etudient le probl�eme de d�eterminer si tous les � 2 [1; 2]
peuvent être obtenus commepoints limites de la suite � i . Leurs th�eor�emes
principaux sont des r�eponsespositives �a ces questions dans les deux cas
suivants :

{ quand la topologie de la vari�et�e sous-jacente est �x �ee (i.e. M i
�= M )

et la m�etrique varie ;
{ quand chaque (M i ; gi ) est hyperbolique (mais sans �xer la topolo-

gie!).
La d�emonstration de chacun de cesr�esultats consiste�a modeler la famille

de var�et�es M i sur une famille de graphesavec la propri�et�e recherch�ee (en
consid�erant le laplacien discret). Une telle famille de graphesest facile �a
construire : l'id �ee est de coller ensemble un graphe lin�eaire (avec � 1 de
l'ordre de h2) et un arbre (pour lequel le � 1 est de l'ordre de h) et d'ajuster
le nombre de sommets. Colbois et Matei utilise �nalement le Th�eor�eme
2.10pour modeler une vari�et�e hyperbolique de dimensionarbitraire sur un
graphe.

Revenons�a la cohomologiedesvari�et�eslocalement sym�etriques. On peut
en e�et appliquer le Th�eor�eme 2.10 �a certaines vari�et�es hyperboliques de
dimension 3 ne contenant pas d'hypersurface totalement g�eod�esique. La
litt �erature autour de la Conjecture de Thurston en dimension 3 est vaste,
trop vastepour être recenc�eeici. Citons n�eanmoinsdeux articles classiques
sur le sujet. Dans le premier [68] Kojima et Long construisent une famille
in�nie de vari�et�es de dimension 3 v�eri�an t la Conjecture de Thurston. Ils
montrent plus pr�ecisemment que chaque membre de cette famille admet
des revêtements �nis avec des premiers nombre de Betti arbitrairement
grands et conjecturent que cette propri�et�e devrait être v�eri� �ee par toute
vari�et�e hyperbolique compacte de dimension 3. Remarquons par ailleurs
que si M est une vari�et�e ferm�ee orientable de dimension 3, M peut être
r�ealis�eecommeun revêtement rami� �e de S3, rami� �e sur le noeud de huit,
cf. [57]. Dans [6], Baker �etudie la Conjecture de Thurston pour certains
revêtements rami� �esau-dessusdu noeud de huit dans S3 et montre que si
M est une vari�et�e compacte orientable qui est un revêtement rami� �e au-
dessusdu noeud de huit dans S3 et dont tous les indices de rami�cation
sont divisibles par un mêmeentier n � 5 alors M v�eri�e la Conjecture de
Thurston.

Le compl�ementaire du noeud de huit dans S3 est une vari�et�e hyperbo-
lique (cf. [108]) qui est associ�ee�a un pavageen nids d'abeilles (c'est-�a-dire
par des poly�edres r�eguliers tous congruents) de H3. (C'est �egalement le
cas de l'entrelacs de Whitehead, des anneaux borrom�eensou des noeuds
dod�eca�edraux construits dans [2] dans S3.) Il n'est alors pas di�cile de
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v�eri�er quechacunedecesvari�et�eshyperboliques(de volumes�nis) contient
une sous-vari�et�e (immerg�ee) compacte totalement g�eod�esique. En appli-
quant le Th�eor�eme2.10 �a cesvari�et�esavant d'obturer les tores �a l'aide de
chirurgies de Dehn, nous montrons dans [8] le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 2.12. Soit K le noeuddehuit (ou l'un desnoeudsdod�eca�edraux
construits dans [2], l'entr elacs de Whitehead ou encore les anneaux bor-
rom�eens). Soit M un rev̂etement rami� �e compact orientable de S3, rami� �e
au-dessusde K . Il existe alors un entier p0 tel que si tous les indices de
rami�c ation sont divisiblespar un mêmeentier premier p � p0 alors M est
�niment rev̂etuepar une vari�et�e contenant deuxsurfacesplong�eesdisjointes
dont la r�eunion est non s�eparante. En particulier, le groupe fondamentalde
M contient un sous-groupe d'indice �ni qui se surjecte sur le groupe libre
de rang deux.

Il est naturel de chercher �a �eliminer l'hypoth�esede codimension 1 dans
le Th�eor�eme 2.10. La particularit �e de la codimension 1 tient �a ce que la
non trivialit �e en homologiede la classed'une hypersurfaceest �equivalente
au fait que cette hypersurfacene disconnectepas la vari�et�e ambiante. Ceci
se d�etermine facilement en calculant le nombre d'in tersection de courbes
ferm�ees(que l'on peut toujours homotoper �a desg�eod�esiques)avec l'hyper-
surface.Dans [9] nous nous passonsde cette sp�eci�cit �e de la codimension
1 en consid�erant des paires de sous-vari�et�es totalement g�eod�esiquess'in-
tersectant transversalement en au moins un point. Nous montrons plus
pr�ecisemment le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 2.13. Fixons deux sous-espaces totalement g�eod�esiquesHk et
Hn � k (0 � k � n) dans l'espace hyperbolique Hn et supposonsqu'ils s'in-
tersectent transversalementen un point. Notons O(k; 1) = O(k; 1) � f 1g
et O(n � k; 1) = O(n � k � 1) � f 1g les sous-groupes correspondant du
groupe O(n; 1). Soit � un sous-groupe de type �ni, discret et sans torsion
du groupe des isom�etries de Hn tel que le groupe � 1 = � \ O(k; 1) (resp.
� 2 = � \ O(n � k; 1)) soit cocompact dans O(k; 1) (resp. O(n � k; 1)). La
vari�et�e hyperbolique M = � nHn contient alors deux sous-vari�et�es totale-
ment g�eod�esiquescompactes F1 = � 1nHk et F2 = � 2nHn � k qui s'inter-
sectent transversalementen au moins un point. Et il existe un rev̂etement
�ni cM de M et deuxcomposantesconnexes bF1 et bF2 despr�eimagesrespec-
tives de F1 et F2 dans cM telles que le cup-produit

[ bF1] � [ bF2] 6= 0:

On a d�ej�a rappel�e que la plupart desexemplesconnus de vari�et�eshyper-
boliquescompactesde dimension� 4 v�eri�en t leshypoth�esesdu Th�eor�eme
2.13.Le Th�eor�eme2.3 est un corollaire imm�ediat du Th�eor�eme2.13.De la
mêmemani�ere nous montrons dans [9] le corollaire suivant.
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Corollaire 2.4. Toute vari�et�e hyperboliquehybrideou dePoincar�e-Vinberg
admet un rev̂etement �ni dont tous les nombres de Betti sont non nuls.

La d�emonstration du Th�eor�eme 2.13 repose sur les id�ees d�evelopp�ees
dans [89] par Millson et Raghunathan, elle utilise �egalement le Lemme 2.1.
En voici le plan : commen�conspar supposerF1 et F2 plong�eesdans M (cf.
Th�eor�eme 2.9). On construit une suite f M m g de revêtements �nis de M
contenant deux relev�es F m

1 ; F m
2 � M m de F1 et F2 telle que si un point

a 2 F1 \ F2 admet une pr�eimagedans F m
1 \ F m

2 pour une in�nit �e de m,
alors le nombre d'in tersection local [F1] � [F2]j a vaut 1. L'ensemble F1 \ F2

�etant �ni, une telle construction implique bien le Th�eor�eme2.13.
Pour garantir le signedu nombre d'in tersection en a, remarquonsque si

a 2 F1 \ F2, alors il existe un �el�ement 
 2 �, un point a1 2 Hk et un point
a2 2 Hn � k tels que 
 a1 = a2. Or si 
 = � � o�u � (resp. � ) est une isom�etrie
pr�eservant Hn � k (resp. Hk ) et son orientation, alors :

[F1] � [F2]j a = [� Hk ] � [� � 1Hn � k ] = +1 :

Notons E = SO0(n � k; 1)SO0(k; 1) l'ensemble des isom�etries de Hn de la
forme ci-dessus.D'apr �es ce que l'on vient de voir, on veut construire la
suite f M m g de mani�ere �a ce que si a 2 F1 \ F2 admet une pr�eimagedans
F m

1 \ F m
2 pour une in�nit �e de m, alors 
 2 E. On construit une telle tour

de revêtements �nis �a l'aide du Lemme 2.1 et en utilisant que l'ensemble E
est presquealg�ebrique.

En s'inspirant de la d�emonstration de [118, Theorem 3] nous montrons
de plus (toujours dans [9]) la proposition suivante.

Prop osition 2.1. Sous les hypoth�esesdu Th�eor�eme 2.13, supposonsque
F1 et F2 sont plong�eesdans M et v�eri�ent :

[F1] � [F2] 6= 0:

Il existe alors une suite f M m g de rev̂etements �nis de M telle que les
pr�eimagesde F1 (resp. F2) dans M m engendrent (en cohomologie) un es-
pace dont la dimension tend vers l'in�ni avec m.

Pour int�eressant quesoit le Th�eor�eme2.13,on aimerait pouvoir seconten-
ter de l'existenced'une seulesous-vari�et�e totalement g�eod�esique.Dans l'es-
prit de la d�emonstration du Th�eor�eme2.9 on peut chercher �a exploiter la
tour d'e�euillage dans l' �etude de la cohomologie.La cohomologieL 2 de la
vari�et�e limite intervient alors naturellement.

2.3 Cohomologie L 2

Repr �esentations de la s�erie discr �ete. Consid�erons ici le cas g�en�eral
d'un groupe de Lie r�eel, r�eductif et connexe.Supposonsde plus que le rang
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complexede G soit �egal au rang complexede K (c'est par exemplele cas
lorsque G = U(n; 1) ou G = O(2n; 1)). Dans ce cas et d'apr�es Harish-
Chandra le groupe G0 admet une s�erie discr�ete. Notons bGd l'ensemble � bG
desclassesd'�equivalencederepr�esentations irr �eductiblesdeG0 appartenant
�a la s�erie discr�ete, i.e. intervenant comme sous-repr�esentation de L 2(G0).
L'ensemble desrepr�esentations cohomologiques2 bGd est d'ordre jWG =WK j
o�u WG (resp. WK ) d�esignele groupe de Weyl de G (resp. K ), et pour une
telle repr�esentation � on a (cf. [26]) :

H q(g; K ; � ) =
�

C si q = dG =2
0 sinon:

Autrement dit, la (g; K )-cohomologied'une telle repr�esentation est concen-
tr �eeen degr�e m�edian.

En formant des s�eries de Poincar�e on peut montrer qu'�etant donn�e un
groupe � discret cocompactdansG, toute repr�esentation de la s�eriediscr�ete
� in t �egrable intervient avecunemultiplicit �en � 0(� ) 6= 0 dansla repr�esenta-
tion L 2(� 0nG0) pour un sous-groupe d'indice �ni � 0 � �. En e�et, la s�erie
de Poincar�e

Pf (g) =
X


 2 �

f (
 g)

associ�ee �a une fonction f dans l'espaceH � de la repr�esentation � et en-
gendrant son K -type minimal, converge alors absolument et localement
uniform�ement et repr�esente donc une forme automorphe 2 L 2(� nG). Si
f 6= 0, il est de plus imm�ediat que quitte �a remplacer � par un sous-groupe
d'indice �ni su�sammen t profond � 0 � �, la s�erie Pf ne s'annule pas et
que l'orbite de Pf sous l'action de G est contenu dans un nombre �ni de
copiesde H � dans L 2(� 0nG).

Plus g�en�eralement, l'analyse de la croissance des multiplicit �es dans
L 2(� m nG), avec f � m g suite d�ecroissante de sous-groupes distingu�es d'in-
dices �nis dans un r�eseau� donn�e et d'in tersection

T
� m = f 1g, a jou�e

un rôle important dans la th�eorie. De Georgeet Wallach [43] montrent en
particulier quesi l'on suppose� cocompact dansG, toute repr�esentation de
la s�erie discr�ete de G intervient pour m su�sammen t grand avec une mul-
tiplicit �e n� m (� ) 6= 0 dans la repr�esentation L 2(� m nG). Clozel [35] �etend
ce r�esultat au cas d'un groupe de congruence� non n�ecessairement co-
compact. En�n, notons que Delorme [44] montre que la suite desmesures
spectrales(sur bG) desL 2(� m nG), pond�er�eespar [� : � m ], tend verscellede
L 2(G). Cesr�esultats ont imm�ediatement descons�equencesen cohomologie.

Th �eor �eme 2.14. La r�eponse �a la Question 1.1 (et donc 1.2) est positive
lorsque la repr�esentation cohomologique � appartient �a la s�erie discr�ete de
G. C'est en particulier le cas dans chacun descas suivants :

{ G = O(2n; 1) et � = � +
n ou � �

n ;
{ G = U(n; 1) et � = � i;j pour tout couple (i; j ) 2 N2 tel que i + j = n.
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De plus, la multiplicit �e n � (� ) de � dans L 2(� nG) crô�t comme le covolume
de � dans G lorsque � tend vers le groupe trivial.

Dans chacun des cas particuliers du Th�eor�eme 2.14 et si l'on consid�ere
une suite d�ecroissante f � m g de sous-groupesdistingu�esd'indices �nis dans
un r�eseau� donn�e d'in tersection

T
� m = f 1g, la suite desnombresde Betti

normalis�es bn (S(� m ))=[� : � m ] tend vers un nombre r�eel non nul. Pour
�etudier de telles suites, il est naturel de seplacer dans le cadre g�en�eral des
complexessimpliciaux que nous d�etaillons maintenant.

Asymptotique des nom bres de Betti et in varian ts l2. Un com-
plexe simplicial compact K poss�edelui aussidesnombresde Betti (usuels)
bn (K ), invariants topologiques qui sont les dimensions des espacesvec-
toriels Hn (K ) d'homologie en dimension n. Consid�erons maintenant une
action libre cocompacte (L; �) d'un groupe d�enombrable discret � sur
un complexesimplicial L . Sesnombres de Betti l2 not�esb(2)

n (L; �) sont les
dimensionsg�en�eralis�ees(au sensde von Neumann) desespaceshilbertiens

H
(2)
n (L; �) d'homologie l2 r�eduite en dimension n. Les nombres de Betti

l2, intro duits par Atiy ah dans un contexte analytique [5], ont connu un
vaste d�eveloppement, notamment dans le cadre des feuilletages mesur�es
(par Connes [42]), dans le cadre g�en�eral des actions topologiques quel-
conquesde groupes d�enombrables (Cheeger et Gromov [32]), ou suivant
l'approche de L•uck qui fait rentrer cette th�eorie dans un cadre homolo-
gique classiquepar une extension de la notion de dimension g�en�eralis�ee
[82, 83]. L'article de Eckmann 4 [47] constitue une excellente intro duction
aux nombres de Betti l2. Une question r�ecurrente dans le domaineconsiste
�a �etablir leurs liens avec les nombres de Betti usuels.

Lorsque � est un groupe �ni, la dimension g�en�eralis�ee au sensde von
Neumann n'est autre que la dimensionusuelledivis�eepar le cardinal j� j de
�. D�es lors, si le complexesimplicial L ci-dessusest lui-mêmecompact (et
donc � �ni), alors

b(2)
n (L; �) =

bn (L )
j� j

:

D'o�u il r�esulte, si � est un sous-groupe normal d'indice �ni de �, que les
nombresde Betti l2 de l'action du groupe �ni � n� sur le complexecompact
� nL co•�ncident avec les nombres de Betti usuelsnormalis�esde � nL :

b(2)
n (� nL; � n�) =

bn (� nL )
[� : �]

: (2.1)

4C'est d'ailleurs Eckmann qui le premier a intro duit une structure euclidienne sur
l'espace deschâ�nes d'un complexe, pour obtenir une d�ecomposition de Hodge (voir [45]).
Il est �egalement remarquable que l'une des premi �eres applications (voir [46]) de cette
d�ecomposition de Hodge simpliciale concerne la th �eorie des revêtements, application
dont la preuve contien t en germes les id�eesde Atiy ah conduisant aux nombres de Betti
l2 dans le cas d'un revêtement galoisien �ni.
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On appellera tour de sous-group es d'indices �nis de � toute suite
d�ecroissante (� i ) i 2 N de sous-groupesd'indices �nis de � telle que � 0 = �.
Il lui correspond
- la tour de revêtements L ! � � � � i +1 nL ! � i nL ! � i � 1nL ! � � � ! � 0nL
- enchaquedimensionn, la suite desnombresdeBetti usuels(bn (� i nL)) i 2 N.

Si lessous-groupes� i sont de plus d'in tersection triviale (\ i > 0� i = f eg),
alors la tour de revêtements (� i nL) i \semble converger" vers le revêtement
L , et on cherche �a comprendre le comportement asymptotique de la suite
desnombresde Betti usuels,ou plus pr�ecis�ement au vu de la formule (2.1),
de cesnombres normalis�es : ( bn (� i nL )

[�:� i ] ) i 2 N. Un argument fort en faveur de
cette normalisation est que la caract�eristique d'Euler, ainsi normalis�eeest
constante dans une tour de revêtements.

Kazhdan, dans une �etude sur les vari�et�esarithm �etiques [64] a essentiel-
lement obtenu la comparaisonsuivante, lorsque les sous-groupes d'indices
�nis � i sont de plus normaux et d'in tersection triviale :
(In �egalit �e de Kazhdan)

lim sup
i !1

bn (� i nL)
[� : � i ]

6 b(2)
n (L; �) : (2.2)

Dans [43] DeGeorgeet Wallach, dans le casdesrevêtements d'une vari�et�e
localement sym�etrique de type non compacte, majorent la multiplicit �e
n� i (� ). Ils retrouvent en particulier l'in �egalit�e de Kazhdan danscecontexte
et donc que si L est un espacesym�etrique de type non compact G=K ,
bn (� i nL)=[� : � i ] ! 0 quand i ! + 1 et n 6= dG =2.

Gromov [54, p.13,p.153]estensuiteamen�e �a poserla question: l'in �egalit�e
ci-dessusest-elle une �egalit�e? En 1994, L•uck, dans un article remarqu�e
d�emontre ce r�esultat.

Th �eor �eme 2.15 (L •uck [81]). Soit (� i ) i 2 N une tour de sous-groupes d'in-
dices �nis de � . Si les sous-groupes � i sont de plus normaux dans � et
d'intersection triviale, alors

lim
i !1

bn (� i nL)
[� : � i ]

= b(2)
n (L; �) : (2.3)

Observonsquedansl' �enonc�e original de l'article [81], le complexesimpli-
cial L est suppos�e simplement connexe,mais quecette hypoth�eseest super-

ue. Du coup,on peut aussisupprimer l'hypoth�esedetrivialit �ede l'in tersec-
tion des� i , �a condition de remplaceralors dans la conclusion,et seulement
dans le terme de droite, le groupe � par le quotient � := � = \ i 2 N � i et L
par L := \ i 2 N� i nL.

Alors quele membre degauchede(2.1) reposesur l'existenced'une action
de � n� et donc sur le fait que � est distingu�e dans �, le membre de droite
a un sensmême lorsque � n'est pas distingu�e dans �. Une g�en�eralisation
du Th�eor�eme de L•uck �a des revêtements non galoisiensa n�eanmoins�et�e
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propos�eepar Farber, qui est amen�e �a intro duire une hypoth�esed'apparence
technique.

Crit �ere de Farb er. Soit n i le nombre de sous-groupes distincts de � qui
sont conjugu�es �a � i et, pour chaqueg 2 � , soit n i (g) le nombre de ceux-l�a
qui contiennent g.

8g 2 � n f eg; lim
i !1

ni (g)
ni

= 0: (2.4)

Th �eor �eme 2.16 (Farber [49]). Soit (� i ) i 2 N une tour de sous-groupesd'in-
dices �nis de � d'intersection triviale. Si le crit �ere (2.4) est v�eri� �e, alors

lim
i !1

bn (� i nL)
[� : � i ]

= b(2)
n (L; �) :

Observons que ce crit �ere entra �̂ne que � est r�esiduellement �ni.
Au vu de la construction de nos tours d'e�euillages, il est naturel de se

demandersi pour destours plus g�en�erales(o�u le crit �erede Farber n'est pas
satisfait) la conclusionest miseen d�efaut. Dans [13] avecDamien Gaboriau
nous pr�esentons de tels exempleso�u mêmel'in �egalit�e de Kazhdan (2.2) se
trouve viol�ee.Voici par exempleune sp�ecialisation de [13, Th�eor�eme4.1].

Soit A un complexesimplicial compact de groupe fondamental in�ni et
r�esiduellement �ni. Soient K un complexeobtenu en lui attachant un cercle
par un point, � ' � 1(A) � Z le groupe fondamental et L = eK le revêtement
universelde K .

Th �eor �eme 2.17. Pour tout � 0 2 [0; 1[, il existe une tour (� i ) i 2 N de sous-
groupes d'indices �nis de � , d'intersection triviale, telle que, � i +1 est nor-
mal dans � i

et pour n > 2, lim i !1
bn (� i nL )

[�:� i ] = � 0bn (� nL ) + (1 � � 0)b(2)
n (L; �) ;

et pour n = 1, lim i !1
b1 (� i nL )

[�:� i ] = � 0b1(� nL ) + (1 � � 0)b(2)
1 (L; �) � � 0:

Rappelonsque b1(� nL ) = 1+ b1(A) et b(2)
1 (L; �) = 1+ b(2)

1 ( eA; � 1(A)), et
que bn (� nL ) = bn (A) et b(2)

n (L; �) = b(2)
n ( eA; � 1(A)), pour n > 2. Du coup,

tout complexeA pour lequel bn (A) 6= b(2)
n ( eA; � 1(A)) (n > 2) conduit �a un

contre-exemple.
Par exemple,pour construire desexemplesqui ne v�eri�en t pas l'in �egalit�e

de Kazhdan, on prend pour A le tore Tp de dimension p, alors L est
contractile, � ' Zp � Z, b1(� nL ) = p + 1, b(2)

1 (L; �) = 1 et, pour n > 2,
bn (� nL ) = Cn

p tandis que tous les b(2)
n (L; �) sont nuls.

Cet �enonc�e permet �egalement de produire des exempleso�u cette fois
l'in �egalit�e de Kazhdan se trouve fortement v�eri� �ee (avec une in�egalit�e
stricte). Prenons A hom�eomorphe �a une vari�et�e M de dimension 4 com-
pacte acyclique �a b1(M ) = 0 et groupe fondamental r�esiduellement �ni (on
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peut penser�a un faux CP 2 ou CP2 d'homologie [90] ; � 1(M ) est alors un
r�eseaude SU(2; 1)). On a alors : b(2)

2 (L; �) > b2(� nL ). En e�et, par dualit �e
de Poincar�e, b4 = b0 = 1, b1 = b3 = 0 = b(2)

4 = b(2)
0 et b(2)

1 = b(2)
3 et donc

b2(A) + 2 = � (A) = � (2) ( eA; � 1(A)) = b(2)
2 ( eA; � 1(A)) � 2b(2)

1 ( eA; � 1(A)).
Si l'on secontente d'un exempleavecn= 1, une�egalit�eb1(A)= b(2)

1 ( eA; � 1(A))
su�t, qu'on peut obtenir avec une sph�ere d'homologie A (b1 = 0) de di-
mension 3 et hyperbolique (b(2)

1 = 0). C'est encoreplus simple si l'on se
satisfait d'exemplesnon acycliquesou avec de la torsion.

Apr �escespr�eliminaires, voici le premier r�esultat g�en�eral que nous obte-
nons dans [13] avec dessous-groupesnon n�ecessairement normaux. On ne
connait pas d'autre preuve de cet �enonc�e. La suite consid�er�ee n'est, en
g�en�eral, ni monotone, ni sous-additive.

Th �eor �eme 2.18. Soit (� i ) i 2 N une tour de sous-groupes d'indices �nis de
� . Pour tout entier n, la suite des nombres de Betti usuels normalis�es
( bn (� i nL )

[�:� i ] ) i 2 N est convergente.

Plus pr�ecis�ement, nousdonnonsune interpr�etation \dynamico-g�eom�etri-
que" de cette limite et nous montrons en quel sensle crit �ere Farber (2.4)
est optimal, ce qui, on l'esp�ere, clari�e sa signi�cation. Pour cela, nous
consid�eronsuneconstruction associ�ee�a la donn�eedela tour desous-groupes
d'indices �nis (� i ) i 2 N de � et de l'action (L; �) :

Pour tout entier positif i , on intro duit l'espacede probabilit �e (X i ; � i )
�egal �a l'ensemble (�ni) desclasses(�a droite) � =� i de � modulo � i , que l'on
munit de la mesurede comptagenormalis�ee.Lesapplications de r�eductions
successivesX i +1 = � =� i +1 ! X i = � =� i permettent de consid�erer l'espace
de probabilit �e limite projective

(X ; � ) :=limpro j i > 0(X i ; � i ).

C'est un espacebor�elienstandard. On peut le voir commele bord (�a l'in�ni)
d'un arbre enracin�e. C'est aussiun espacetopologiquehom�eomorphe�a un
espacede Cantor (si la suite desindices [� : � i ] tend vers l'in�ni). L'action
naturelle de � sur les X i fournit une action de � sur (X ; � ), pr�eservant la
mesure� . Cela ne d�epend que de la tour.

L'action diagonale de � sur X � L donne par passageau quotient une
lamination transversalement mesur�eequ'on appelle une (L; �) -lamination :

L (X ; L; �) := � n(X � L ):

Sesfeuilles en sont lescomposantes connexespar arcs(lorsque L est conne-
xe). Chacuneest isomorpheau quotient de L par le stabilisateur d'un point
de l'action (X ; �).

Les nombres de Betti l2 d'une telle lamination (pour la mesure trans-
verse provenant de � ) ont �et�e consid�er�es par Gaboriau [52], notons-les
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� n (X ; L; �). On peut les voir comme une version simpliciale des nombres
de Betti desfeuilletagesde Connes.

On est alors capable de donner un sens,en termes de laminations, au
membre de gauche \ b(2)

n (� nL; � n�)" de l' �egalit�e (2.1) mêmelorsque� n'est
pasnormal : � n (� =� ; L; �). Et cette �egalit�e restevalide. Plus g�en�eralement,
nous obtenonsle r�esultat suivant, qui est central dans [13].

Th �eor �eme 2.19. Soit (� i ) i 2 N une tour de sous-groupes d'indices �nis de
� . Pour tout entier n,

lim
i !1

bn (� i nL)
[� : � i ]

= � n (X ; L; �) :

o�u � n (X ; L; �) est comme ci-dessus.

On dit quel'action (X ; �; �) est libresi l' �el�ement neutre est le seul�el�ement
de � �a avoir un ensemble de points �xes de mesurenon nulle. On a alors :

Th �eor �eme 2.20. [52, Th. 3.11] Si l'action (X ; �; �) est libre, alors

� n (X ; L; �) = b(2)
n (L; �) :

Si les � i sont normaux dans � et d'in tersection triviale, alors X h�erite
d'une structure de groupe (pro�ni), � est un sous-groupe et son action est
par multiplication �a gauche dansX . Elle est alors libre et le Th�eor�eme2.19
se sp�ecialiseen le Th�eor�eme de L•uck. Quant au crit �ere de Farber (2.4), il
signi�e pr�ecis�ement que l'action est libre. En e�et,

Prop osition 2.2. Dans (X ; �; �) , l'ensembledespoints �xes de g 2 � est
de mesure exactementlim i !1

n i (g)
n i

.

On doit observer que ni le Th�eor�emede Farber, ni notre Th�eor�eme2.19
ne fournissent une nouvelle preuve du Th�eor�emede L•uck, puisquedans un
cascommedans l'autre, il s'agit d'adapter les arguments de [81].

Actions bor �eliennes non libres. Le Th�eor�eme 2.19 d�ecrit les limites
possiblesdes nombres de Betti normalis�es dans les tours des revêtements
�nis. Un contr ôle sur la combinatoire des tours de revêtements �nis est
donc impos�e par l'action (X ; �) et la (L; �)-lamination associ�ee. Il est na-
turel de chercher �a comprendrecesactions par exempledans le casde nos
tours d'e�euillages. Nousne savonspascalculer les limites possiblesdansle
casdestours d'e�euillages. Dans [13] nousobtenonsn�eanmoinsdesrestric-
tions sur les stabilisateurs despoints pour desactions non libres (X ; �; �),
pr�eservant la mesure,d'un groupe d�enombrable � sur un bor�elien standard
de probabilit �e.

Les nombres de Betti l2 de (L; �) sont des invariants homotopiques,
si bien que lorsque L est p-connexe, les nombres de Betti l 2 de l'action
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b(2)
n (L; �), pour n 6 p deviennent desinvariants du groupe � lui-même.On

les appelle alors les nombres de Betti l2 de � et on les note b(2)
n (�). Plus

g�en�eralement, J. Cheeger et M. Gromov [32] ont intro duit les nombres
de Betti l2 pour tous les groupes d�enombrables discrets, même ceux ne
poss�edant pas de K (� ; 1) �a p-squelette �ni. Dans [13], nous d�emontrons :

Th �eor �eme 2.21. Soit (X ; �; �) une action ergodique, pr�eservant la me-
sure, d'un groupe d�enombrable � sur un bor�elien standard de probabilit �e
sansatome. Si b(2)

1 (�) 6= 0, alors
{ ou bien �( x), le stabilisateur de x dans � , est un groupe �ni pour

� -presquetout x 2 X ;
{ ou bien le premier nombre de Betti l2, b(2)

1 (�( x)) , est in�ni pour � -
presquetout x 2 X .

Si de plus, la relation induite par l'action de � sur X est moyennable,
seul le deuxi�emecasest possible.Tandis que dans le premier cas,pour � -
presquetout x, lessous-groupes�( x) sont conjugu�esdeux �a deux et il sont
presquenormaux, au senso�u chacun n'a qu'un nombre �ni de conjugu�es
distincts dans �.

On l'a dit, cecinenousrenseignepassur leslimites possiblesdesnombres
de Betti normalis�esdans le casdestours d'e�euillages. Nous pensonsd'ail-
leurs que de ce point de vue la consid�eration des tours d'e�euillages n'ap-
porte rien et que l'on ne peut donc rien esp�erer de mieux que le Th�eor�eme
2.14.Plut ôt que de consid�erer l'asymptotique desnombresde Betti norma-
lis�es, il semble plus fructueux de consid�erer la norme L 2 normalis�ee de la
(classede (co-)homologieassoci�ee�a la) sous-vari�et�e totalement g�eod�esique
autour de laquelle on e�euille.

Asymptotique de la norme L 2 d'une sous-vari �et �e g�eod�esique. Soit
M une vari�et�e riemanniennecompl�ete de dimensionn. On dit qu'une forme
! dedegr�e n� l et decarr�e int�egrableest L 2-duale�a un cyclec dedimension
l dans M si pour toute forme ferm�ee � de degr�e l born�ee et de carr�e
int�egrablesur M , Z

M
� ^ ! =

Z

c
� :

On munit alors l'espaceH l (M ) de la seminormesuivante :

jj [F ]jj (2) = jj ! jjL 2 (M ) ;

o�u F est une sous-vari�et�e de M repr�esentant une classe[F ] 2 H l (M ) et !
est la forme harmonique L 2-duale �a F dans M .

On peut mesurerla contribution d'une sous-vari�et�e totalement g�eod�esique
�a l'homologie d'une vari�et�e hyperbolique �a l'aide de la seminormejj :jj (2) .
Dans l'esprit du Th�eor�eme de L•uck, on s'int�eressedans [10] �a l' �evolution
de cette contribution dans une tour de revêtement. Nous obtenonsen par-
ticulier le th�eor�emesuivant.
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Th �eor �eme 2.22. Soit M = � nHn une vari�et�e hyperbolique arithm�etique.
Soit f � m g la suite des sous-groupes principaux de congruence. On sup-
pose que la vari�et�e M contient une sous-vari�et�e (immerg�ee) totalement
g�eod�esiquecompacte de codimension 1

F = � nHn � 1 ,! � nHn :

Alors :
Fm = � m nHn � 1 ,! � m nHn ;

o�u � m = � \ � m , estune sous-vari�et�e totalement g�eod�esiquedecodimension
un dans M m , plong�ee pour m su�samment grand et

jj [Fm ]jj (2)p
vol(Fm )

m 1!

s
�( n

2 )

�( 1
2 )�( n � 1

2 )
:

On obtient en particulier une nouvelle d�emonstration du Th�eor�eme2.1.
La preuve du Th�eor�eme2.22sed�erouleen deux parties. Dans la premi�ere

partie, on construit la forme harmonique L 2-duale �a une sous-vari�et�e tota-
lement g�eod�esiquecompacte F dans une vari�et�e hyperbolique quelconque
M . LorsqueM est compactecette construction est due �a Kudla et Millson
[71]. On g�en�eralise cette construction dans deux directions : 1) la vari�et�e
M n'a plus besoin d'être compacte (ce qui r�epond �a une reqûete de [70])
et, 2) on construit, en fait, la forme harmonique duale dans M �a n'im-
porte quel cycledansF . Il s'agit en grosde prolonger une s�erie de Poincar�e
comme dans la construction d�ecrite dans le cas des repr�esentations de la
s�erie discr�ete int�egrable.

Il nous faut alors �etudier la convergencede la suite des normes L 2 des
formesharmoniquesduales�a notre cycle dans M m . On obtient en particu-
lier une condition spectrale souslaquelle cette suite convergevers la norme
L 2 de la forme harmoniqueduale �a notre cycledansla vari�et�e \tub e" � nHn .

La morale de cette premi�ere partie est que l'on peut tirer de certains
invariants L 2 de la vari�et�e \tub e", des informations sur les revêtements
�nis de M . Ceci correspond un peu au th�eor�eme de L•uck bien qu'il n'y
ait plus dans notre cas de nombre de Betti L 2. Malheureusement, on ne
sait exploiter cesinformations que sousune hypoth�esespectrale technique
di�cile �a v�eri�er. Nous reviendrons sur celle-ci dans la partie spectrale de
ce survol, pr�ecisonsn�eanmoinsque celle-ci semble avoir de bonneschances
d'être v�eri� �ee lorsque les vari�et�esconsid�er�eessont de congruences.

La deuxi�eme partie est, quant �a elle, consacr�ee �a d�emontrer que sous
leshypoth�esesdu Th�eor�eme2.22, l'hypoth�esespectrale sus-mentionn�eeest
satisfaite. Ceci d�ecoule d'un r�esultat du \t ype Selberg", dû �a Burger et
Sarnak [28] sur lequel nous revenonsdans la partie spectrale du m�emoire.

L'hypoth�esede codimension 1 dans le Th�eor�eme 2.22 n'est utilis �ee que
pour pouvoir appliquer le r�esultat de Burger et Sarnak. Nous conjecturons
plus g�en�eralement le r�esultat suivant.
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Conjecture 2.2. Soit M = � nHn une vari�et�e hyperbolique arithm�etique.
Soit f � m g la suite des sous-groupes principaux de congruence. On sup-
pose que la vari�et�e M contient une sous-vari�et�e (immerg�ee) totalement
g�eod�esiquecompacte de dimension l � n=2

F = � nH l ,! � nHn :

Alors :
Fm = � m nH l ,! � m nHn ;

o�u � m = � \ � m , est une sous-vari�et�e totalement g�eod�esiquede dimension
l dans M m , plong�ee pour m su�samment grand et

jj [Fm ]jj (2)p
vol(Fm )

m 1!

s
2

vol(Sn � ( l +1) )
�( l +1

2 )

�( n � l
2 )�( 2l +1 � n

2 )
:

Nous verrons que cette m�ethode peut s'appliquer �a des vari�et�es locale-
ment sym�etriques plus g�en�erales. Il n'est cependant en g�en�eral pas facile
d'obtenir un �equivalent aussipr�ecis.Le casdu groupe O(2; 2) � SL(2; R) �
SL(2; R) est �a ce titre int�eressant, nous le traitons dans [12].

Retenonsdeceparagraphequ'il estplus fructueux deconsid�erer l'asymp-
totique de la norme L 2 d'une sous-vari�et�e totalement g�eod�esiquedonn�ee
que l'asymptotique desnombres de Betti. Pour �etudier ce probl�emeon est
amen�e �a comprendre la cohomologieL 2 des vari�et�es limites \e�euill �ees"
M 1 (= � nHn dans les notations du Th�eor�eme2.22).

Cohomologie L 2 des vari �et �es limites \e�euill �ees". Fixons G un
groupe de Lie r�eductif r �eel connexede type non compact et de centre com-
pact. Soit � une involution sur G et soit H � G� la composante connexe
de l'identit �e du groupe des points �xes de � . Nous supposonsque G est
la forme r�eelle d'un groupe de Lie complexeet notons K un sous-groupe
compact maximal � -stable de G. L'espacesym�etrique X G = G=K est de
courbure n�egative. Soit � un r�eseaucocompact de H . Une vari�et�e limite
\e�euill �ee" est un quotient � nX G , nous nous int�eressonsdonc �a la coho-
mologie L 2 d'un tel quotient. Nous notons M = � nX G et F = � nX H .

La vari�et�e M est riemannienne et compl�ete. On note C1
0 (

V k T � M )
(respectivement L 2(

V k T � M ), etc...) l'ensemble des k-formes lisses�a sup-
port compact (respectivement decarr�e int�egrable,etc...) dansM . Le k-i�eme
espacede cohomologieL 2 (r�eduite) de M est d�e�ni par

H k
2 (M ) = f � 2 L 2(

^
k T � M ) : d� = 0g=dC1

0 (
^

k � 1T � M )
L 2

:

Un autre espacetr �esproche souvent consid�er�e est l'espacede cohomologie
L 2 non r�eduite, qui, en degr�e k, est le quotient de f � 2 L 2(

V k T � M ) :
d� = 0g par f d� : � 2 L 2(

V k � 1 T � M ); d� 2 L 2g, sans prendre
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d'adh�erence.En g�en�eral, cohomologieL 2 r�eduite et non r�eduite sont di� �eren-
tes. Il y a n�eanmoins�egalit�e en degr�e k lorsque 0 n'est pas dans le spectre
essentiel du laplacien � sur les formes di� �erentielles de degr�e k. Dans la
suite, \cohomologie L 2" voudra dire \cohomologie L 2 r�eduite".

Il y a une interpr�etation de la cohomologieL 2 en termes de formes har-
moniques. En e�et, notons H k

2 l'espacedes k-formes harmoniques L 2 de
M :

H k
2 (M ) = f � 2 L 2(

^
k T � M ) : d� = � � = 0g

o�u � est l'op�erateur d�e�ni initialement sur les formes lisses�a support com-
pact comme l'adjoin t de d. Comme M est compl�ete, H �

2(M ) est aussi le
noyau L 2 du laplacien � = d� + � d. Un fait important est la d�ecomposition
de Hodge-deRham-Kodaira :

L 2(
^

k T � M ) = H k
2 (M ) � dC1

0 (
^

k � 1T � M ) � � C1
0 (

^
k+1 T � M );

et de plus,

f � 2 L 2(
^

k T � M ) : d� = 0g = H k
2 (M ) � dC1

0 (
^

k � 1T � M ):

On en d�eduit que
H k

2 (M ) �= H k
2 (M ):

Nous noteronsC1
0 (� nG;

V � p� ) l'image de C1 (M ;
V � T � M ) par l'applica-

tion naturelle consistant �a tir �ee en arri �ere les formes di� �erentielles. Toute
forme harmonique L 2 ' sur M d�e�nit donc un �el�ement e' de

C1
0 (� nG;

^
� p� ) �= HomK (

^
� p; C1 (� nG; C)) :

La formule de Matsushima se g�en�eralise �a ce cadre (cf. [26]). L'espace
H �

2 (M ) sed�ecomposeen sommedirecte :

H �
2 (M ) =

M

� 2 bG0

H �
2 (� : M ); (2.5)

o�u nous avons not�e H �
2 (� : M ) la � -composante de la cohomologieL 2 de

M . Si R est le degr�e fortement primitif d'une repr�esentation cohomologique
� 2 bG, l'espaceH R

2 (� : M ) est aussi la partie de la cohomologieL 2 de M
qui est repr�esent�eepar desformes harmoniquesdans

C1
0 (� nG;

^
R p� ) � (2.6)

le sous-ensemble de C1
0 (� nG;

V R p� ) constitu�e des �el�ements de la forme
e' =

P
i e' i X i avec e' i dans la composante isotypique C1 (� nG) � de type � ,

l'unique K -type minimal de � . Plus g�en�eralement, nousnotons H �
2 (M ) � la

partie de la cohomologieL 2 de M repr�esent�eepar desformesharmoniques
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dans(2.6). Puisquele laplaciendeHodge-deRham commute �a la projection
sur les K -types,on a alors la d�ecomposition

H �
2 (M ) =

M

�

H �
2 (M ) � : (2.7)

Nous notons � � le K -type dual d'un K -type donn�e � . La dualit �e

H �
2 (M ) � � H �

2 (M ) � � ! C (2.8)

est alors donn�eepar

(';  ) 7!
Z

M
' ^  :

D'un autre côt�e, l'op�erateur � de Hodge induit un isomorphismelin�eaire

H �
2 (M ) �

�! H dG ��
2 (M ) � � : (2.9)

On en d�eduit un produit scalairesur H �
2 (M ) �

(' 1; ' 2) 7!
Z

M
' 1 ^ � ' 2:

Il s'agit de comprendre la cohomologieL 2 de M en termes de la co-
homologie (usuelle) de F = � nX H . Remarquons que F est naturelle-
ment plong�ee dans M , par dualit �e elle d�e�nit une classe \( L 2-)duale"
[F ] 2 H dG � dH

2 (M ) (qui peut être nulle a priori). Dans [18] nous d�eduisons
(presqueimm�ediatement) des travaux de Tong et Wang [110] le th�eor�eme
suivant.

Th �eor �eme 2.23. La classe[F ] 2 H dG � dH
2 (M ) est non nulle si et seule-

ment si rangC(G=H) = rangC(K =(K \ H )) .

Lorsque M est hyperbolique r�eelle ou complexe, le Th�eor�eme 2.23 se
sp�ecialise en : la classe[F ] 2 H dG � dH

2 (M ) est non nulle si et seulement
si dH � dG =2 (c'est exactement la raison de la condition l � n=2 dans la
Conjecture 2.2). La topologie de cesvari�et�es limites est toute concentr �ee
dans le coeur F , dans le cashyperbolique (r�eel ou complexe) on peut être
beaucoupplus pr�ecis dans le calcul de la cohomologieL 2. Il d�ecouleainsi
destravaux [87] de Mazzeoet Philips le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 2.24. Si M est hyperbolique r�eelle de dimension n et F de
codimension d, on a pour 0 � k � n � 1

2 l'isomorphisme naturel suivant :

H k
2 (M ) �= H k � d(F ):

Si de plus n est pair, l'espace H n= 2
2 (M ) est de dimension in�ni et l'applica-

tion naturelle H n= 2� d(F ) ! H n= 2
2 (M ) est injective.
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Alors que dans [16] avec Clozel, nous d�emontrons le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 2.25. Si M et F sont hyperboliquescomplexesde dimensions
complexesrespectives n et n � d, on a pour 0 � k < n l'isomorphisme
naturel suivant :

H k
2 (M ) �= H k � 2d(F ):

Alors que l'espace H n
2 (M ) est de dimension in�ni et que l'application na-

turelle H n � 2d(F ) ! H n
2 (M ) est injective.

Dans [16] nous d�eduisons ce Th�eor�eme (en fait une g�en�eralisation de
ce Th�eor�eme au groupe U(p;q) sur laquelle nous revenons plus loin) de
travaux d'Ohsawa et Takegoshi [92]. Le Th�eor�eme 2.25 peut maintenant
être d�emontr �e plus directement, cf. Yeganefar[119].

En�n, remarquons que Mazzeo et Philips d�emontrent bien plus que le
Th�eor�eme2.24puisqu'ils identi�en t (en termes topologiques)la cohomolo-
gie L 2 d'une vari�et�e hyperbolique r�eelleg�eom�etriquement �nie. Concluons
d'ailleurs par une description de la cohomologieL 2 des vari�et�es hyperbo-
liques r�eellesou complexesde volume �ni qui d�ecouledonc de [87] et des
travaux de Zucker [123]. (On peut maintenant lire une d�emonstration de
ce th�eor�emeen courbure variable dans [120].)

Th �eor �eme 2.26. Soit M une vari�et�e hyperbolique (r �eelle ou complexe)de
dimension (r �eelle) n et de volume �ni. Pour tout entier 0 � k < (n � 1)=2,
on a alors l'isomorphisme naturel suivant :

H k
2 (M ) �= H k (M ):

Si de plus M est hyperbolique r�eelle et (n � 1)=2 � k � (n + 1)=2, alors on
a H k

2 (M ) �= im(H k
c (M ) ! H k (M )) , o�u H �

c (M ) d�esignela cohomologie �a
support compact de M .

Les Th�eor�emes2.24 et 2.25 d�ecrivent les liens entre la cohomologiede
F et la cohomologie(L 2) de la vari�et�e limite. On peut y penser comme
�a des th�eor�emeslocaux qu'il faut maintenant globaliser pour relever des
classesdecohomologied'une sous-vari�et�e totalement g�eod�esique�a la vari�et�e
ambiante. Avant deproc�eder�a celanousd�ecrivonsd'autres r�esultats locaux
ayant traits �a la restriction (ou au cup-produit) de classesde cohomologies.

2.4 Restriction

Le probl�eme local mentionn�e ci-dessusest la possibilt�e pour la restriction
d'une repr�esentation cohomologiquede G �a un sous-groupe H de contenir
(discr�etement) une repr�esentation cohomologique.Ce probl�emea �et�e �etudi�e
par di� �erents auteurs citons notamment les travaux de Kobayashi [67],
Harris et Li [56] et mon article [11]. Pla�cons-noustout d'abord dans un
cadre g�en�eral.
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Restriction et s�eries discr �etes. Soit G un groupe de Lie (r�eel) r�eductif
connexe�a centre compact et avec un sous-groupe de Cartan compact. Le
groupe G poss�ede alors une s�erie discr�ete. Commen�cons par �etudier le
probl�eme de la restriction des repr�esentations de la s�erie discr�ete de G
�a un sous-groupe de G. Soit donc H un sous-groupe r�eductif connexeferm�e
dans G. Supposonsque l'in tersection K H = K \ H d'un sous-groupe com-
pact maximal K de G soit encoreun sous-groupe compact maximal dans
H . Le th�eor�emesuivant sed�eduit imm�ediatement (cf. [18]) destravaux de
Li [75] et de Harris et Li, en particulier de [56, Proposition 1.2.3].

Th �eor �eme 2.27. Soit � une repr�esentationunitair e irr �eductiblede la s�erie
discr�ete de G de plus bas K -type � . Soit � une repr�esentation de la s�erie
discr�ete de H de plus bas K H -type � . Supposons que le K H -type � in-
tervienne dans la restriction de � �a K H . Alors, la repr�esentation � est
�equivalente�a une sous-repr�esentation irr �eductiblede � jH .

Restriction de repr �esentations cohomologiques. Le probl�emeana-
logue dans le cas de repr�esentations cohomologiquesest en g�en�eral plus
d�elicat, il peut n�eanmoins être ramen�e au Th�eor�eme 2.27 dans un grand
nombre de cas�a l'aide de la correspondancethêta L 2 locale. Commen�cons
par quelquesrappels �a ce sujet.

Soit (G; G0) une paire r�eductive duale irr �eductible de type I dans le
groupe symplectique Sp = Sp2n (R) (nous renvoyons �a l'article [58] de
Howe pour plus de pr�ecisionsconcernant cette terminologie). Soit fSp le
revêtement m�etaplectique �a deux feuillet de Sp. �Etant donn�e un sous-
groupe E de Sp nous notons eE son image inversedans fSp. Dans [75], Li
�etudie la correspondancethêta locale entre les repr�esentations de la s�erie
discr�ete de eG0 et les repr�esentations cohomologiquesunitaires de eG. Nous
exploitons maintenant les r�esultats (et m�ethodes) de Li pour faire corres-
pondre au Th�eor�eme2.27un th�eor�emesur la restriction desrepr�esentations
cohomologiques.

Rappelons(cf. [58]) qu'une paire duale irr �eductible detypeI estconstruite
commesuit. Soit D l'une destrois alg�ebres�a division sur R (D est donc�egal
�a R, C ou H, l'alg�ebre desquaternions), munie de son involution standard
� . (L'in volution � est donc triviale dans le premier cas et est la conjugai-
son complexe(resp. quaternionique) dans les deux derniers cas.) Soient V
et V 0 deux espacesvectoriels de dimension �nie sur D �equip�es de deux
formes � -sesquilin�eairesnon d�eg�en�er�ees(:; :) et (:; :)0, l'une � -hermitienne
et l'autre � -anti-hermitienne. Soient G et G0 les groupes d'isom�etries res-
pectifs de (:; :) et (:; :)0. Alors (G; G0) est une paire duale irr �eductible dans
Sp = Sp2n (R), o�u

2n = dimR(D )(dim D V)(dim D V 0):

Nous supposeronstoujours que la \taille" de G0 est inf�erieure �a celle de G,
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�a savoir que

dimD V � dimD V 0: (2.10)

Nous notons en�n

G1 =

8
<

:

SO(p;q) si G = O(p;q)
SU(p;q) si G = U(p;q)
G sinon:

(2.11)

Consid�eronsmaintenant Aq une repr�esentation cohomologiquede G1 as-
soci�ee�a une sous-alg�ebreparabolique � -stable q = l � u du complexi� �e g de
l'alg�ebre de Lie g0 de G1. Posonsl0 = l \ g0. Nous consid�eronsdans cette
section les repr�esentations cohomologiquesAq v�eri�an t la condition

l0 �= l00 � g1
0; (2.12)

o�u l00 est unealg�ebredeLie compacteet g1
0 estdu \m êmetype" queg0, c'est

�a dire isomorphe�a l'alg�ebre de Lie du groupe desisom�etries de (:; :) jV 1 , o�u
V 1 est un sous-espacenon d�eg�en�er�e de V .

D'apr �es [75, Theorem 6.2], il existe une repr�esentation � 0 de la s�erie
discr�ete de eG0 telle que � 0 admette un relev�e thêta non trivial au groupe
eG : � , dont la restriction au sous-groupe G1 � eG soit pr�ecisemment la
repr�esentation Aq.

Pr�ecisonsun peu cer�esultat en supposant G non compact. Soit (! ; Y) la
repr�esentation de Weil du groupe fSp munie de sa structure unitaire. L'un
desdeux groupesG, G0 est de type hermitien noussupposeronsquec'est le
casde G0. Soient K et K 0 deux sous-groupescompactsmaximaux respec-
tifs de G et G0 et M 0 � G0 le centralisateur de K dansSp. PuisqueG n'est
pas compact, M 0 �= G0 � G0 et (K ; M 0) forme une paire duale dans Sp. Et
puisque K est compact, il est bien connu que comme repr�esentation uni-
taire dans l'espacede Hilb ert Y, la restriction de ! �a eK � fM 0 sed�ecompose
en une sommedirecte

P
i � i 
 � i de repr�esentations unitaires irr �eductibles

de eK � fM 0. La correspondance thêta est alors � i $ � i . Cette correspon-
dance est connue et explicit �ee dans [75], chaque � i ainsi obtenue est une
repr�esentation unitaire de plus haut poids de M 0. Soit � le plus bas eK -type
de la repr�esentation � . La repr�esentation � intervient dans la correspon-
danceduale avecM 0. Notons � 
 � 0 le facteur direct correspondant dans la
d�ecomposition en irr �eductiblesde la restriction de ! �a eK � fM 0. Soit � 0 le plus
bas K -type de � 0, vue commerepr�esentation de eK 0 � eK 0, � 0 = � 1 
 � 2. La
restriction de � 0 �a la diagonale eK 0 � eK 0� eK 0 contient un facteur irr �eductible
� 0 dont le plus haut poids est �egal �a la sommedesplus hauts poids de � 1

et � 2. La repr�esentation � 0 est pr�ecisemment le plus bas eK 0-type de � 0.
Suivant Kudla [69], nousdirons quedeuxpairesr�eductivesdualesirr �educ-

tibles et de type I (H ; H 0) et (G; G0) dans le groupe symplectique Sp sont
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en balance (\see-saw") si H � G et (donc) G0 � H 0. Consid�erons deux
telles paires en balance,ce que nous repr�esentons par le diagramme

G H 0

j � j
H G0

Mettons d'abord en balancela paire (G; G0) et la paire (K ; M 0). Puisque
K est compact, la correspondancede Howe L 2 est classiquepour la paire
(K ; M 0), autrement dit la repr�esentation � 
 � 0 de eK � fM 0 est �equivalente �a
une sous-repr�esentation irr �eductible de la restriction de ! �a eK � fM 0. En par-
ticulier la repr�esentation � 0 de fM 0 est �equivalente �a une sous-repr�esentation
irr �eductible de la restriction de ! �a fM 0. Une g�en�eralisation due �a Li [75,
Theorem 4.1] du Th�eor�eme2.27implique (puisque1) � 0 est une repr�esenta-
tion unitaire de plus haut poids et 2) la restriction de ! �a eG0 est for-
tement L 2+ " ) que la repr�esentation � 0 de eG0 est �equivalente �a une sous-
repr�esentation irr �eductible de la restriction de � 0 et donc de ! �a eG0. La
repr�esentation � 0 intervient donc dans la correspondance de Howe L 2.
D'apr �es Howe [60, Theorem 6.1], la repr�esentation � 
 � 0 de eG � eG0 est
alors �equivalente �a une sous-repr�esentation irr �eductible de la restriction de
! �a eG � eG0 et elle intervient avecmultiplicit �e 1. La composante � -isotypique
Y(� ) de la repr�esentation unitaire (! ; Y) est isomorphe�a � 
 � 0 et co•�ncide
donc avec la composante � 0-isotypique Y(� 0).

On peut alors appliquer danscecontexte une id�eedue �a Howe [59]. �Etant
donn�eesdeux paires r�eductives duales irr �eductibles de type I (H ; H 0) et
(G; G0) enbalancedansle groupesymplectiqueSp et � $ � 0 (resp. � $ � 0)
desrepr�esentations intervenant dansla correspondancede Howe L 2 pour la
paire (G; G0) (resp. (H ; H 0)). Supposonsque la repr�esentation � 0 de eG0 soit
�equivalente �a une sous-repr�esentation irr �eductible de la restriction de � 0 �a
eG0. La composante � 0-isotypique de Y(� ) est alors non triviale = Y(� 
 � 0).
Mais G0 et H commutent dans Sp et donc

Y(� 0)( � ) = Y(� 
 � 0) = Y(� )( � 0):

Puisqu'en�n Y(� 0) = � 
 � 0, la repr�esentation � de eH est n�ecessairement
�equivalente �a une sous-repr�esentation irr �eductible de la restriction de � �a
eH et intervient avec la mêmemultiplicit �e que � 0 dans � 0.

Revenonsmaintenant au caso�u G = U(n; 1) ou O(n; 1) et supposonsque
G contient un sous-groupe H tel queH = U(n � r; 1) ou O(n � r; 1), plong�e
de mani�ere usuelle(stable par l'in volution de Cartan) et avec 1 � r < n.

Soient � une repr�esentation unitaire irr �eductible de G et � 0 une repr�esen-
tation unitaire irr �eductible de H . Par d�e�nition la multiplicit �e de � 0 dans
� jH est le plus grand entier m tel que� jH contienne m sous-espacesirr �educti-
bles 2 �a 2 orthogonaux sur chacun desquelsl'action de H est �equivalente �a
la repr�esentation � 0. Soit V l'espacede la repr�esentation � (c'est �egalement
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l'espacede la repr�esentation � jH ). Soit V 0 � V le plus grand sous-espace
sur lequel l'action de H est �equivalente �a un multiple de � 0. Soit � : V ! V 0

la projection orthogonale correspondante. Soit K le sous-groupe compact
maximal de G et K H = K \ H . Notons V0 (resp. V 0

0 ) le (g; K )-module
((h; K H )-module) constitu�e des vecteurs K -�nis de V (resp. K H -�nis de
V 0). On a alors une application naturelle

H � (g; K ; V0) ! H � (h; K H ; V 0
0 ); (2.13)

obtenue en composant

H � (g; K ; V0) ! H � (h; K H ; V0)
! H � (h; K H ; V 0

0 )
(2.14)

o�u la premi�ere application est obtenue en restreignant de (g; K ) �a (h; K H )
et la secondeest induite par la projection � : V0 ! V 0

0 .
Dans [11] (puis dans[18] suivant l'approche d�ecrite ici) nousd�emontrons

lesdeux th�eor�emessuivant concernant la restriction desrepr�esentations co-
homologiquesrespectivement dansle casunitaire et dansle casorthogonal.
Suivant l'approche d�ecrite plus haut il su�t de consid�erer tour �a tour les
groupesen balancesuivants :

U(n; 1) U(i; j ) � U(i; j )
j � j

U(r ) � U(n � r; 1) U(i; j )
(i; j 2 N; i + j � n � r )

et

O(n; 1) Sp(2i; R) � Sp(2i; R)
j � j

O(r ) � O(n � r; 1) Sp(2i; R)
(i 2 N; i � (n � r )=2):

Th �eor �eme 2.28. Soient H = U(n � r; 1) � U(n; 1) = G o�u l'inclusion est
l'inclusion standard et 1 � r < n. Soit (i; j ) un couple d'entiers naturels
tel que i + j � n.

1. La restriction �a H de la repr�esentation cohomologique � i;j de G
contient (discr�etement) une repr�esentation cohomologique de degr�e
fortement primitif i + j si et seulementsi i + j � n � r . El le contient
dans ce cas la repr�esentation cohomologique � H

i;j de H avec multipli-
cit�e exactement�egale�a 1.

2. Supposonsi + j � n � r . Alors, l'application naturelle en cohomologie

H i;j (g; K ; � i;j ) ! H i;j (h; K H ; � H
i;j ) (2.15)

est un isomorphismed'espaces de dimension 1.
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Th �eor �eme 2.29. Soient H = O(n � r; 1) � O(n; 1) = G o�u l'inclusion est
l'inclusion standard et 1 � r < n. Soit i un entier naturel � n=2.

1. La restriction �a H de la repr�esentation cohomologique � �
i de G con-

tient (discr�etement) une repr�esentation cohomologique de degr�e for-
tement primitif i si et seulementsi i � (n � r )=2. El le contient dans
ce cas la repr�esentation cohomologique � � ;H

i de H avec multiplicit �e
exactement�egale�a 1.

2. Supposonsi � (n � r )=2. Alors, l'application naturelle en cohomologie

H i (g; K ; � i ) ! H i (h; K H ; � � ;H
i ) (2.16)

est un isomorphismed'espaces de dimension 1.

Remarque. Le Th�eor�eme 2.28 est essentiellement dû �a Harris et Li, cf.
[56, Proposition 1.4.2], leur d�emonstration utilise la nature hermitienne
du groupe U(n; 1) ainsi que le rang 1, deux hypoth�esessuper
ues. L'ap-
proche que l'on suit ici est n�eanmoinstr �esfortement inspir�eedu x6 de [56].
D'apr �es une communication personnellede M. Harris peu apr�es la �n de
r�edaction de leur article, Harris et Li ont d'ailleurs r�ealis�esque l'on pouvait
suivre cette approche (la correspondancethêta duale L 2) pour d�emontrer
le Th�eor�eme2.28.

En consid�erant maintenant les groupesen balance

U(n; 1) Sp(2i; R)
j � j

O(n; 1) U(i )
(i 2 N; i � n=2);

U(n; 1) � U(n; 1) U(i + k; j + l)
j � j

U(n; 1) U(i; j ) � U(k; l )
(i; j ; k; l 2 N; i + j + k + l � n)

et

O(n; 1) � O(n; 1) Sp(2(k + l); R)
j � j

O(n; 1) Sp(2k; R) � Sp(2l ; R)
(k; l 2 N; k + l � n=2);

on d�emontre dans [18] les th�eor�emessuivants.

Th �eor �eme 2.30. Soient H = O(n; 1) � U(n; 1) = G o�u l'inclusion est
l'inclusion standard. Soit (i; j ) un coupled'entiers naturels tel quei + j � n.

1. La restriction �a H de la repr�esentation cohomologique � i;j de G
contient (discr�etement) une repr�esentation cohomologique de degr�e
fortement primitif i + j si et seulementsi i ou j = 0 et i + j � n=2.
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2. Supposons par exemple j = 0 et i � n=2, la repr�esentation � i; 0

contient alors la repr�esentationcohomologique� � ;H
i de H avec multi-

plicit �e exactement�egale�a 1, et l'application naturelle en cohomologie

H i; 0(g; K ; � i; 0) ! H i (h; K H ; � � ;H
i ) (2.17)

est un isomorphismed'espaces de dimension 1.

Th �eor �eme 2.31. Soient G = U(n; 1) et (i; j ; k; l ) un quadruplet d'entiers
naturels tel que i + j ; k + l � n.

1. Le produit tensoriel des repr�esentations cohomologiques � i;j et � k ;l

de G contient (discr�etement) une repr�esentation de degr�e fortement
primitif i + j + k + l si et seulementsi la sommei + j + k + l � n.
Il contient dans ce cas la repr�esentation cohomologique� i + k ;j + l de G
avec multiplicit �e exactement�egale�a 1.

2. Supposonsi + j + k + l � n. Alors, l'application \cup-pr oduit"

H i;j (g; K ; � i;j ) 
 H k ;l (g; K ; � k ;l ) ! H i + k ;j + l (g; K ; � i + k ;j + l ) (2.18)

est un isomorphismed'espaces de dimension 1.

Th �eor �eme 2.32. Soient G = O(n; 1) et (k; l ) un couple d'entiers naturels
� n=2.

1. Le produit tensoriel de deuxrepr�esentationscohomologiques� �
k et � �

l
de G contient (discr�etement) une repr�esentation de degr�e fortement
primitif k + l si et seulementsi la sommek + l � n=2. Il contient dans
ce cas la repr�esentation cohomologique � �

k+ l de G avec multiplicit �e
exactement�egale�a 1.

2. Supposonsk + l � n=2. Alors, l'application \cup-pr oduit"

H k (g; K ; � �
k ) 
 H l (g; K ; � �

l ) ! H k+ l (g; K ; � �
k+ l ) (2.19)

est un isomorphismed'espaces de dimension 1.

Remarque. En ce qui concerne la 1-cohomologiele Th�eor�eme 2.30 est
essentiellement d�emontr �e dans [11]. Dans ce cas special A. Valette m'a
indiqu�e la joli preuve qui �gure dans cet article, il a par ailleurs de son
côt�e d�etaill �e cette preuve et en a tir �e desd�eveloppements int�eressants dans
[112].

Si l'on veut tirer desr�esultats (locaux) decette sectionou dela pr�ec�edente
desr�esultats (globaux) sur la cohomologiedesvari�et�eshyperboliques(r�eelles
ou complexes)il faut lesglobaliser,c'est ceque nousd�etaillons dans la sec-
tion suivante.
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2.5 Propri �et �es de Lefschetz

Dans cette sectionnous nous int�eressonsaux vari�et�esde congruence,c'est-
�a-dire aux quotients (que noussupposonscompacts,autrement dit G aniso-
trope) � nX G , o�u � � G(Q) est un sous-groupe de congruence.Une fois
donn�es deux sous-groupes de congruence� 0 � � � G(Q), on obtient un
revêtement �ni

� 0nX G ! � nX G

qui induit un morphisme injectif

H � (� nX G ) ! H � (� 0nX G )

en cohomologie.Les groupesde cohomologiesH � (� nX G ) forment donc un
syst�emeinductif index�e par les sous-groupesde congruence� � G(Q). En
passant �a la limite (inductiv e) on d�e�nit

H � (Sh0G) = lim
!
�

H � (� nX G ): (2.20)

La notation ci-dessusprovient de ceque lorsquel'espaceX G est hermitien,
on appelle vari�et�e de Shimura (connexe) l'espacetopologique

Sh0G = lim
 
�

� nX G : (2.21)

Cet espaceest en tout castoujours bien d�e�ni et est un espacetopologique
dont on peut consid�erer sa cohomologiede C�ech et il est d�emontr �e dans
[101] que celle-ci co•�ncide avec (2.20). Pour ce qui nous concerne,il sera
su�san t de consid�erer que H � (Sh0G) n'est qu'une notation pour la limite
inductiv e (2.20).

L'application de restriction et son application duale. Soit H � G
un sous-groupe r�eductif connexed�e�ni sur Q. On supposeque

H (R) \ K 1 est un sous-groupe compact maximal de H (R): (2.22)

Alors la restriction �a H de l'in volution de Cartan � de G est une involution
de Cartan de H (R). On a une d�ecomposition correspondante

h = kH � pH (2.23)

avec pH = p \ h.
Consid�erons maintenant � un sous-groupe de congruencesans torsion

de G(Q). Le quotient S(�) = � nX G est une vari�et�e compacte et quitte �a
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passer�a un sous-groupe d'indice �ni de �, on peut supposerque l'applica-
tion naturelle j : SH (� \ H ) ! S(�) est injective. En passant �a la limite
(inductiv e) sur les�, lesapplications j induisent l'application de restriction

resG
H : H � (Sh0G) ! H � (Sh0H ): (2.24)

Pour simpli�er la lecture mous utiliserons la notation Sh0H � Sh0G pour
r�esumer que H est un sous-groupe alg�ebrique r�eductif, connexe,presque
simple modulo son centre compact et v�eri�an t la condition (2.22).

L'application duale �a l'application de restriction induite par j

H � (SH (� \ H )) ! H � (S(�))

induit, en passant �a la limite (inductiv e) sur les �, l'application

Ĝ

H

: H � (Sh0H ) ! H � + dG � dH (Sh0G) (2.25)

\cup-pro duit avec [Sh0H ]" (duale �a (2.24)).
Nousauronsbesoindeconsid�erer�egalement unemodi�cation del'applica-

tion de restriction : l'application de restriction virtuelle. Expliquons sa
construction. Soit g 2 G(Q) et consid�erons l'application naturelle j g :
(H (R) \ g� 1� g)nX H ! � nX G . On obtient de cette mani�ere toute une
famille, param�etr�ee par g 2 G(Q), de sous-vari�et�es de � nX G - les images
desapplications j g. En cohomologiecelles-ciinduisent l'application de res-
triction virtuel le

H � (S(�)) !
Y

g2 G(Q)

H � (SH (g)) ;

o�u SH (g) = (H (R) \ g� 1� g)nX H , et l'application de restriction virtuelle
est d�eduite de la famille d'applications (j g). En passant �a la limite (induc-
tiv e) sur les �, l'application de restriction virtuelle induit l'application de
restriction virtuel le ResGH :

ResGH : H � (Sh0G) !
Y

g2 G(Q)

H � (Sh0H ): (2.26)

Une Conjecture tir �ee de [11]. Dans [11] nous avons �enonc�e la conjec-
ture suivante et montr �e qu'elle pouvait être d�eduite de conjectures clas-
siques sur le spectre automorphe des groupes semi-simples(Conjectures
d'Arth ur) sur lesquellesnousrevenonsdansla partie spectrale du m�emoire.

Conjecture 2.3. Supposons�x �eesdesdonn�eesSh0H � Sh0G avec H =
O(k; 1) (resp. U(k; 1)) et G = O(n; 1) (resp. U(n; 1)), o�u n � k � 1 sont
desentiers. Alors,
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1. pour tout entier i � dH =2, l'application de restriction virtuel le

ResGH : H i (Sh0G) !
Y

g2 G(Q)

H i (Sh0H )

est injectiv e ;

2. pour tout entier i � dH � dG =2, l'application \cup-pr oduit avec [Sh0H ]"

Ĝ

H

: H i (Sh0H ) ! H i + dG � dH (Sh0G)

est injectiv e.

Cette conjecture renvoie tr �es clairement aux Th�eor�emes de Lefschetz
pour lesvari�et�esprojectives,le rôle dessectionshyperplanes�etant jou�e par
les sous-vari�et�esSh0H . Dans le casunitaire il y a plus qu'une analogie: le
premier point de la Conjecture 2.3 auparavant conjectur�e par Harris et Li
[56] et d�emontr �e pour i = 1 (Oda [91]) et pour i = 2 par eux-mêmes,est
maintenant un th�eor�emede Venkataramana [113].

Th �eor �eme 2.33. Supposons�x �eesdesdonn�eesSh0H � Sh0G avec H =
U(k; 1) et G = U(n; 1), o�u n � k � 1 sont des entiers. Alors, pour tout
entier i � k, l'application de restriction virtuel le

ResGH : H i (Sh0G) !
Y

g2 G(Q)

H i (Sh0H )

est injectiv e.

La d�emonstration consiste�a penser�a la r�eunion [ g2 G(Q) SH (g) comme�a
un cycledi�us dansla vari�et�ekaehl�eriennecompacteS(�) duale�a uneforme
de Kaehler. Le Th�eor�eme de Lefschetz fort pour les vari�et�es kaehl�erienne
s'applique alors et implique le Th�eor�eme2.33.

Il est surprenant que cette propri�et�e \�a la Lefschetz" doive encoreêtre
vraie dans le cas hyperbolique r�eel. La raison en est pricipalement que
son analoguelocal est le Th�eor�eme2.29. Le passagede ce Th�eor�emelocal
au premier point de la Conjecture 2.3 est (conjecturalement) rendu pos-
sible par un principe g�en�eral dû �a Burger et Sarnak [28]. Celui-ci a�rme
que si une repr�esentation irr �eductible unitaire � de G intervient dans la
repr�esentation r�eguli�ere droite L 2(� nG) pour un certain sous-groupe de
congruence� � G(Q) et si � est une sous-repr�esentation irr �eductible de
la restriction de � �a H , alors la repr�esentation � est dans l'adh�erencede
toutes les repr�esentations intervenant dans les repr�esentations r�eguli�eres
droites L 2(� nH ) avec � � H (Q) sous-groupe de congruence.Si de plus �
est isol�eede toutes cesrepr�esentations, elle doit n�ecessairement intervenir
dansun L 2(� nH ), en suivant cette remarquepr�ecis�eetour �a tour dans [56]
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(par Harris et Li) et dans[11] et grâceau Th�eor�eme2.29,il estalorspossible
de r�eduire le premier point de la Conjecture 2.3 �a une propri�et�e d'isolation
pour les repr�esentations cohomologiques.Nous revenonssur celle-ci dans
la partie spectrale du texte. Remarquonsn�eanmoins imm�ediatement que
cette approche et le Th�eor�eme 2.30 permettent de d�emontrer le th�eor�eme
g�en�eral suivant (cf. [11]) ind�ependamment d�emontr �e par Venkataramana.

Th �eor �eme 2.34. Supposons�x �eesdesdonn�eesSh0H � Sh0G avec H et
G quelconques.Alors, l'application de restriction virtuel le

ResGH : H 1(Sh0G) !
Y

g2 G(Q)

H 1(Sh0H )

est injectiv e.

Des cas particuliers de ce th�eor�eme se trouvent dans [96]. Remarquons
qu'une vari�et�e hyperbolique (r�eelle) arithm �etique de dimension 6= 3; 7 est
associ�ee �a la donn�ee d'un Q-groupe qui, d'apr�es la classi�cation de Tits
desgroupesalg�ebriques,peut être plong�e (comme Q-sous-groupe) dans un
groupe G de type U(n; 1) obtenu, par restriction des scalaires, �a partir
d'un groupe unitaire sur un corps de nombre totalement r�eel 5. Il est alors
facile, �a l'aide du Th�eor�eme2.34,de r�eduire la d�emonstration du Th�eor�eme
2.8 (obtenu comme cons�equencedes travaux de Millson, Li, Li-Millson et
Raghunathan-Venkataramana) �a celle du Th�eor�eme2.4, plus facile.

En suivant la r�eduction de [16, x10.2], le Th�eor�eme2.34 implique �egale-
ment imm�ediatement de nouveaux r�esultats d'annulation du H 1 �a partir
du Th�eor�eme2.5 :

Corollaire 2.5. Soit G un groupe alg�ebriquesur Q obtenu par restriction
des scalaires �a partir du groupe des unit �es d'une alg�ebre centrale simple
B = M r (D ) sur une extension quadratique imaginaire E d'un corps de
nombre totalement r�eel, avec D alg�ebre �a division telle que son rang
r�eduit d sur E ne soit pas une puissance de 2 (par exempled impair > 1).
Alors,

H 1(Sh0G) = 0:

Lesanalogueslocauxdu deuxi�emepoint dela Conjecture2.3sont �evidem-
ment lesTh�eor�emes2.24et 2.25.Le passage(conjectural) decesTh�eor�emes
au deuxi�eme point de la Conjecture 2.3 s'inspire de la d�emonstration du
Th�eor�eme2.14: il s'agit de former dess�eriesdePoincar�e �a partir desclasses
de cohomologieL 2 non triviale dans la vari�et�e limite e�euill �eepour obtenir
desclassesde cohomologiessur S(�) puis de montrer que quitte �a monter
dans la tour d'e�euillage on peut supposerque cette classeest non triviale.

Plusieurs di�cult �essepr�esentent : la s�erie de Poincar�e ne convergeque
si la classede cohomologieL 2 consid�er�eeest L 1, cequi n'arriv e jamais pour

5Cette remarque est due �a Raghunathan et Venkataramana [96].
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de la cohomologie�a coe�cien ts constants 6, il faut avoir recours�a un poids
commedans les travaux de Kudla et Millson [70, 71] puis de Tong et Wang
[109] ; mais la s�erie obtenue ne d�e�nit plus une forme harmonique, il faut la
projeter et il n'est plus imm�ediat que ce projet�e �nira par être non nul en
montant dansla tour d'e�euillage. Cette derni�eredi�cult �eestcontournable
lorsque l'on sait la repr�esentation cohomologiquecorrespondante isol�ee.

En suivant cette approcheon peut bien �evidemment red�emontrer le casle
plus simple de la Conjecture 2.3 correspondant au Th�eor�emede Millson, �a
savoir que quitte �a passer�a un revêtement �ni, une sous-vari�et�e totalement
g�eod�esique de codimension 1 repr�esente une classede cohomologie non
triviale (ce qui correspond au point 2 de la Conjecture 2.3 avec G et H
orthogonaux, k = n � 1 et i = 0). Avec L. Clozel nous d�emontrons dans
[16], un premier casnon trivial de cette Conjecture dans le casunitaire.

Th �eor �eme 2.35. Supposons�x �eesdesdonn�eesSh0H � Sh0G avec H =
U(n � 1; 1) et G = U(n; 1). Alors, l'application \cup-pr oduit avec [Sh0H ]"

Ĝ

H

: H 1(Sh0H ) ! H 3(Sh0G)

est injectiv e.

Remarquonsque dans le même esprit les Th�eor�emes2.23, 2.30 et 2.32
incitent �a conjecturer les r�esultats suivants (qui eux aussi d�ecouleraient
donc d'une d�emonstration desConjectures d'Arth ur).

Conjecture 2.4. Supposons�x �eesdesdonn�eesSh0H � Sh0G avec H =
O(n; 1) et G = U(n; 1), o�u n est un entier � 1.

1. La projection de la classe[Sh0H ] 2 H n (Sh0G) dans la partie primi-
tive de la cohomologie est non triviale si et seulementsi n est pair.

2. Pour tout entier i � n=2, l'application de restriction virtuel le

ResGH : H i; 0(Sh0G) !
Y

g2 G(Q)

H i (Sh0H )

est injectiv e.

Conjecture 2.5. Supposons �x �ee une donn�ee Sh0G avec G = O(1; n).
Soient � et � deux classesde cohomologie de degr�es respectifs k et l dans
H � (Sh0G) avec k + l � n=2. Il existe alors un �el�ement g 2 G(Q) tel que

g(� ) ^ � 6= 0:

6Ceci explique que les r�esultats de Tong et Wang [110] concernent la cohomologie �a
coe�cien ts tordus.
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Remarque. Lorsquen est pair, il est vrai commepr�edit par la Conjecture
2.4, que la classe[Sh0H ] 2 H n (Sh0G) est non triviale : �a un niveau �ni
on obtient e�ectiv ement le plongement SH (� \ H ) ! S(�) d'une vari�et�e
totalement r�eelledans une vari�et�e kaehleriennecompacte,la classed'Euler
du �br �enormal deSH (� \ H ) dansS(�) estdoncenvoy�eepar multiplication
par J (structure complexede S(�)) sur la classed'Euler du �br �e tangent
�a SH (� \ H ) qui est non triviale puisque n est pair.

Dans le cas hyperbolique complexe l'analogue de la Conjecture 2.5 est
connue, c'est un th�eor�eme de Venkataramana [113] qui se d�emontre de la
mêmemani�ere que le Th�eor�eme2.33.

Th �eor �eme 2.36. Supposons�x �ee une donn�ee Sh0G avec Gnc = U(1; n).
Soient � et � deux classesde cohomologie de degr�es respectifs k et l dans
H � (Sh0G) avec k + l � n. Il existe alors un �el�ement g 2 G(Q) tel que

g(� ) ^ � 6= 0:

Cycles g�eom�etriques et corresp ondance th êta. Le deuxi�eme point
de la Conjecture 2.3 (et donc aussichaquecasparticulier d�emontr �e, comme
le Th�eor�eme2.35) est une mani�erede relever certainesclassesde cohomolo-
giesd'un cycleg�eom�etrique �a la vari�et�eambiante. Uneautre fa�conderelever
desclassesdecohomologiesest fournie par la th�eoriede la repr�esentation de
Weil et desfonctions thêta pour lespairesr�eductivesduales,c'est l'approche
suivie par Li dans [76]. Dans une s�erie de papiers Kudla et Millson (cf. no-
tamment [70, 71]) d'un côt�e et Tong et Wang [110] d'un autre, relient dans
certaines situations cesdeux approches : ils interpr�etent en e�et certains
relev�esthêta de formesautormorphesde mani�ereg�eom�etrique en termesde
formesharmoniquesduales�a dessous-vari�et�estotalement g�eod�esiques.Ceci
conduit �a desrelations int�eressantes entre deux typesde classesde cohomo-
logiespour lesvari�et�eshyperboliques(r�eellesou complexes)arithm �etiques,
et plus g�en�eralement pour lesvari�et�esarithm �etiquesassoci�ees�a desgroupes
unitaires ou orthogonaux. Si l'on ne s'interessequ'aux cons�equencessur la
non-annulation de certaines classesde cohomologie,on peut se r�ef�erer au
survol de Tong [111]. Ceux-ci sont couverts par la m�ethode g�en�eraled�ecrite
ici.

Croissance des nom bres de Betti. Le Th�eor�eme2.15 implique qu'en
degr�e m�edian les nombres de Betti des vari�et�es hyperboliques (r�eellesou
complexes)croissent commele volume. Il est naturel de chercher �a d�etermi-
ner la croissancede tous lesnombresde Betti. Dans le cashyperbolique r�eel
la conjecture suivante est attribu �eepar Sarnak et Xue [102] �a Gromov (qui
�etait motiv �e par de la cohomologieL p). Elle reste compl�etement ouverte
en dehorsdescastriviaux n = 2 et 3.
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Conjecture 2.6. Soit S(�) = � nHn une vari�et�e hyperbolique compacte de
dimension n. Alors, pour tout entier naturel i � (n � 1)=2 et pour tout r�eel
" > 0, il existe une constante C" telle que

bi (S(�)) � C" vol(S(�)) 2i= (n � 1)+ " :

Dans [118] Xue en rendant e�ectif le travail de Millson et Raghunathan
montre que la Conjecture 2.6 si vraie n'est pas tr �es loin d'être optimale.

Th �eor �eme 2.37. Soit � un r�eseau arithm�etiquestandard de O(n; 1). Pour
tout sous-groupe de congruence �( p) et tout " > 0, il existe une constante
C" > 0 telle que pour presquetout id�eal q de p,

bi (S(�( q)) � C" vol(S(�( q))) � i � " ;

avec � i = (n � 1)( n � i )
(n +1) n

2i
n � 1 , pour i = 1; : : : ; [ n � 1

2 ].

Il serait int�eressant de rendre les m�ethodes ci-dessuse�ectiv es pour
�eventuellement am�eliorer le Th�eor�eme de Xue. D'un autre côt�e, il semble
�egalement int�eressant de quanti�er la Conjecture 2.5 pour �eventuellement
y ramener la Conjecture 2.6 (qui en d�ecoulerait via le Th�eor�eme de L•uck
si l'on n'avait pas �a translater par les op�erateurs de Hecke). De la même
mani�ere,il estnaturel dechercher �a d�eduired'une quanti�cation du Th�eor�e-
me 2.36 l'analogue suivant de la Conjecture 2.6.

Conjecture 2.7. Soit S(�) = � nHn
C une vari�et�e hyperbolique complexe

compacte de dimension complexen. Alors, pour tout entier naturel i � n
et pour tout r�eel " > 0, il existe une constante C" telle que

bi (S(�)) � C" vol(S(�)) i=n + " :

On renvoie �egalement �a l'article [121] de Yeung pour un certain nombre
de r�esultats autour desConjectures 2.6 et 2.7.

Une m�ethode (due �a Borel et Serre[24, x3.6]) pour minorer la croissance
desnombres de Betti dans les revêtements de congruenced'une vari�et�e de
congruenceconsiste�a minorer la dimension desrepr�esentations du groupe
deGaloisdu revêtement correspondant. Plus pr�ecisemment, soit � = � 1 
 p

� p une repr�esentation automorphe (cuspidale) du groupe ad�elique G(A)
dont la composante archim�edienneest cohomologiqueet non triviale. Soit
p tel que G(Qp) ne soit pascompact. Alors un argument classiqueutilisant
l'approximation forte montre que la repr�esentation � p est de dimension
in�nie (sinon � 1 serait de dimension �nie et donc triviale). Fixons alors
K =

Q
p K p un sous-groupe compact ouvert de G(A f ) tel que l'espace

des invariants � K
f soit non nul et K p � G(Qp) compact ouvert. �Etant

donn�eun entier m su�sammen t grand, consid�eronsla suite desous-groupes
compacts K m � K � G(Af ) donn�e par le produit K m = K pK p(m), o�u
K p = K \

Q
l 6= p G(Ql ) et K p(m) est le sous-groupe principal de congruence
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de niveaum, i.e. le noyau de la r�eduction modulo pm . Soit � m (= �( pm )) =
G(Q) \ K m le sous-groupe de congruencecorrespondant dans G(Q). Il
d�ecouleimm�ediatement de la formule de Matsushima que

dim(H R (� m : � 1 )) � dim(� K p (m )
p ):

Il s'agit donc de minorer la croissancede ces invariants. Ceci est r�ealis�e
par Howe et Harish-Chandra, cf. [95]. En utilisant cesid�eeson peut alors
commeRajan et Venkataramana dans [98] d�emontrer le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 2.38. Soit G un groupe semi-simplesur Q dont les points r�eels
forment un groupe non compact. Soit � une repr�esentation irr �eductible de
dimension in�nie de G(R) qui intervient discr�etement dans L 2(� nG(R))
pour un certain sous-groupe de congruence � . Fixons un entier premier p
tel que G(Qp) soit non compact. Soit �( pm ) le sous-groupe principal de
congruence de niveau m dans � . Alors, la multiplicit �e de � dans la partie
discr�ete de L 2(�( pm )nG(R)) est minor�ee par une constante fois pmD , o�u
D est la dimension moiti �e d'une orbite nilpotente non triviale minimale de
la repr�esentation adjointe sur l'alg�ebre de Lie de G.

Dans le cas de nos groupes hyperboliques et de leurs repr�esentations
cohomologiques,on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.6. Soit � un r�eseau arithm�etique standard de congruence
dans O(n; 1) ou U(n; 1). Pour presquetout p, il existe deux constantes
c; � > 0 telles quepour tout sous-groupe principal de congruence de niveau
m, �( pm ) � � ,

bi (S(�( pm )) � c:vol(S(�( pm ))) �=n ;

pour i = 1; : : : ; [ dG
2 ].

Remarquons qu'une minoration des nombres de Betti peut �egalement
être obtenue via la m�ethode du rel�evement thêta (utilis �eepar Li [76] pour
d�emontrer le Th�eor�eme 2.7 par exemple) : on les minore par la multipli-
cit�e de certaines repr�esentations de la s�erie discr�ete dans certains \p etits
groupes" commeSL(2; R) pour le premier nombre de Betti desvari�et�eshy-
perboliques r�eelles.Les r�esultats que l'on obtiendrait ainsi seraient moins
bons que le Th�eor�eme 2.37, il serait n�eanmoins int�eressant de combiner
cette id�eeavec la d�emonstration du Corollaire 2.6 pour tenter d'am�eliorer
le Th�eor�eme2.37 et/ou d'obtenir un th�eor�emeanaloguedans le cashyper-
bolique complexe.

3 Spectre automorphe des vari �et �es localemen t
sym�etriques

Dans cette section nous exposons les extensions plausibles, aux groupes
r�eductifs g�en�eraux et aux formesdi� �erentielles, de la Conjecture de Selberg
relativeaux valeurspropresdu laplacienop�erant sur lescourbesmodulaires.
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Rappelons d'abord la Conjecture de Selberg. Soit �(1) = SL(2; Z), et
� � �(1) un sous-groupe de congruence.Le spectre discret du laplacien
� dans l'espacedes fonctions L 2 sur la surface S(�) = � nH2 est form�e
des valeurs propres f 0; (� n )n � 1g o�u les � n > 0 sont associ�eesaux formes
paraboliques { cf. Iwanie�c [62, p. 76].

Conjecture 3.1 (Selberg). � n � 1
4 .

Quelquesremarques.Il est facile de calculer le spectre (continu !) de �
dans L 2(H2) : il est �egal �a [ 1

4 ; + 1 [. La conjecture est donc que le spectre
pour lesformesparaboliquesest contenu dansle spectre limite. Par ailleurs
l'estim�ee� n � 1

4 est eng�en�eral faussesi � � �(1) est un sous-groupe,même
arithm �etique, qui n'est pas de congruence.

Rappelons la minoration connue �a la suite des travaux de Kim, Shahidi
et Sarnak :

Th �eor �eme 3.1 ([66]). � n � 1
4 �

�
7

64

� 2
.

Dans [19] nous d�emontrons par desm�ethodes�el�ementaires (suivant une
id�ee de Kazhdan, d�evelopp�ee par Sarnak et Xue dans [102]) une minora-
tion uniforme bien moins bonnemais su�san te pour nombre d'applications
g�eom�etriques.

Consid�erons plus g�en�eralement un groupe simple G d�e�ni sur Q. Soit
� � G(Q) un sous-groupe de congruence.L'analogue de � nH2 est alors
le quotient S(�) = � nX G . Soit toujours Ek (S(�)) l'espace des formes
di� �erentielles di� �erentielles lissesde degr�e k sur S(�). On sait que

Ek (S(�)) �= HomK (
^

k p; C1 (� nG)) :

Supposonsd'abord G anisotrope, i.e., S(�) compact . On disposealors
sur Ek (S(�)) du laplacien de Hodge (positif ) �, identi� �e �a l'op�erateur de
Casimir. On peut le consid�erer commeun op�erateur non born�e sur l'espace
Ek

(2) (S(�)) desformesL 2. Sonnoyau est compos�e desformesharmoniques.
En g�en�eral (si S(�) n'est pas compact), � d�e�nit encoreun op�erateur

auto-adjoint dans Ek
(2) (S(�)), dont le noyau est donn�e par les formes har-

moniques [26], mais qui va poss�eder un spectre continu. Rappelons que
l'espaceH k

(2) des formes harmoniquesest de dimension �nie et a fortiori
ferm�e.

Question 3.1. Fixons G=Q, et k 2 [0; dG ]. Si � parcourt l'ensembledes
sous-groupes de congruence de G(Q), existe-t-il une minoration uniforme
"(G; k) > 0 du spectre de � dans l'orthogonal de H k

(2) (S(�)) ?

Dans le cascocompact, on cherche donc une minoration uniforme

� � " (G; k) (3.1)

sur les valeurs propres 6= 0 du laplacien � sur les k-formes. En g�en�eral on
veut que le spectre de � dans (H k

(2) )? soit contenu dans [" (G; k); + 1 [.
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3.1 Le cas des fonctions

Nousconsid�eronsd'abord le caso�u k = 0; on s'int�eressedonc au spectre du
laplacien sur l'espaceL 2

0(S(�)) des fonctions d'in t�egrale nulle sur S(�), �
�etant un groupe de congruence.Si G = SL(2), une minoration est donn�ee
par le Th�eor�eme 3.1 (Selberg avait d�ej�a obtenu la minoration � n � 3

16 ).
Noter que dans ce cas � a aussiun spectre continu, mais l'on sait (incon-
ditionnellement) que celui ci est contenu dans [ 1

4 ; 1 [ : cf. [62, p. 112].
Pour des groupes plus g�en�eraux, nous nous contenterons en g�en�eral

d'obtenir desr�esultats qualitatifs, sanspr�eciserla borne " . Ceci su�t pour
les applications g�eom�etriques. N�eanmoins, il est important de remarquer
que lesConjecturesd'Arth ur sur le spectre automorphe permettent (conve-
nablement interpr�et�ees.. .) d'obtenir pour G donn�e les valeurs optimales
(conjecturales) desbornes inf�erieures"(G; k). Nous allons les pr�eciser,par
la suite, pour lesgroupesassoci�esaux vari�et�eshyperboliquesr�eelleset com-
plexes.

Revenons �a un groupe G arbitraire. Pour k = 0 et apr�es entre autres
travaux ceux de Selberg [104], Jacquet-Langlands [63] et Burger-Sarnak
[28], Clozel r�epond positivement dans[40] �a la Question3.1en toute g�en�era-
lit �e. Soit � un groupe de congruence,et soit L 2

0(S(�)) l'espacedesfonctions
d'in t�egralenulle, i.e., l'orthogonal de H 0

(2) (S(�)) = C.

Th �eor �eme 3.2. Fixons G=Q. Il existealors " = "(G) > 0 tel quele spectre
de � dans L 2

0(S(�)) , pour tout sous-groupe de congruence � relatif �a G,
soit contenu dans ["; + 1 [.

Nous allons esquisserla d�emonstration [40], puisque les outils de celle-ci
sont �a la basedesr�esultats que nousd�ecrivonsci-dessous.Notons L 2

0(� nG)
l'espacedesfonctions L 2 d'in t�egralenulle sur � nG. C'est unerepr�esentation
de G ; un argument �evident montre qu'elle ne contient aucun sous-espace
isomorphe�a la repr�esentation triviale.

L'action triviale de G sur les constantes correspond �a la valeur propre
� = 0 de �. Nous voulons montrer qu'il existe un voisinage�xe (j� j < " )
de 0 ne rencontrant pas le spectre de � { mêmepour � variable. En termes
de repr�esentations unitaires de G, le Th�eor�eme 3.2 se reformule alors de
la mani�ere suivante (cf. Th�eor�eme 1.1) : il existe un voisinage V de la
repr�esentation triviale dans bG tel que,pour tout sous-groupe de congruence
�, le support de L 2

0(� nX ) soit disjoint de V.

Princip e de restriction et d�emonstration du Th �eor �eme 3.2. La
d�emonstration du Th�eor�eme 3.2 repose sur une m�ethode intro duite par
Burger et Sarnak qui permet de d�emontrer, pour un groupe G, une pro-
pri �et�e telle que le Th�eor�eme3.2 par r�eduction �a un sous-groupe plus petit
pour lequel le Th�eor�emeest d�ej�a connu.

Nous supposeronsle groupe G simple (comme Q-groupe) dans ce pa-
ragraphe. On suppose que G n'est pas compact. Si � � G(Q) est un
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sous-groupe de congruence,on peut consid�erer dans bG le support de la
repr�esentation L 2(� nG). On note bGAut la clôture dans bG de la r�eunion des
supports deL 2(� nG) quand � parcourt tous lessous-groupesdecongruence
de G(Q). Noter que bGAut d�epend donc de la Q-forme de G.

Soit H � G un sous-groupe, d�e�ni sur Q, et semi-simple. Les mêmes
notions s'appliquent alors �a H .

Par ailleurs, si � est une repr�esentation irr �eductible de G, on peut la
restreindre �a H et le supp ort de � jH dans bH est bien d�e�ni. Burger et
Sarnak [28] d�emontrent le th�eor�emesuivant :

Th �eor �eme 3.3 (Burger-Sarnak). Soient � 2 bGAut et � 2 bH . Si � appar-
tient au support de � jH , � 2 bHAut .

Puisquela repr�esentation triviale 1G de G n'apparâ�t pasdansL 2
0(� nX ),

la reformulation du Th�eor�eme3.2 en termes de th�eorie desrepr�esentations
�equivaut par d�e�nition de bGAut �a :

1G est isol �ee dans bGAut : (3.2)

La d�emonstration du Th�eor�eme3.2 va reposersur la m�ethode de Burger
et Sarnak. Nous utilisons la forme (3.2) du Th�eor�eme. Supposonsdonn�e
un sous-groupe simple H de G tel que H (= H (R)) soit non compact et
que le Th�eor�eme soit vrai pour H . Si celui-ci est faux pour G, on peut
trouver une suite � n 2 bGAut (� n 6�= 1G ) telle que � n ! 1G . Alors la
repr�esentation triviale 1H appartient �a l'adh�erencede

[

n

Supp(� n jH ). Mais

si la repr�esentation triviale 1H est isol�eedans bHAut , elle est n�ecessairement
contenue discr�etement dans � n j H

pour n >> 0. Ceci est impossibled'apr�es
un th�eor�emeclassiquede Howe et Moore [61] si H n'est pas compact.

Nous devons en�n trouver { dans tout groupe Q-simple G { un sous-
groupe H pour lequel le Th�eor�emesoit d�ej�a connu (et H non compact).

Nous renvoyons le lecteur �a [40], puisque cette partie de l'argument n'a
rien �a voir avec les questionsabord�eesdans ce m�emoire.

3.2 Repr �esentations non isol �ees et r �eponses n�egativ es
�a la Question 3.1

Dansceparagrapheet le suivant nousmontrons enquoi lesgroupesSU(n; 1)
et SO(n; 1) jouent un rôle particulier relativement �a cesquestions. Nous
voulonstout d'abord expliquer quela r�eponse�a la Question 3.1est n�egative
en g�en�eral.

Consid�eronsun groupe simple G anisotrope. Soit H i (S(�)) l'espacedes
i -formesharmoniques.D'apr �esle Th�eor�eme1.1, H i (S(�)) sed�ecomposeen
sous-espacesrelatifs aux repr�esentations irr �eductiblescohomologiques� de
G telles que � � L 2(� nG). Soit � 2 bG une telle repr�esentation. Supposons
de plus que � n'est pas isol�eedans bG. Soit donc � n 2 bG une suite tendant
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vers � . De mani�ere presque imm�ediate (cf. [16]) on obtient le th�eor�eme
suivant.

Th �eor �eme 3.4. Soient � � G un sous-groupe de congruence, � une repr�e-
sentation cohomologiquede G contenue dans L 2(� nG) et � n ! � dans bG.
Si les repr�esentations � n appartiennent �a bGAut , la r�eponse �a la Question
3.1 est n�egativepour les degr�es i tels que H i (g; K ; � ) 6= 0.

Pour un groupe donn�e, l' �etude de la Question 3.1 sedivise donc en deux
questions:

Question 3.2. D�ecrire les repr�esentationsisol�eesdans bG parmi les repr�e-
sentations cohomologiques.

Question 3.3. Pour G=Q donn�e, soit � 2 bG une repr�esentation cohomo-
logiquenon triviale et non isol�ee. La repr�esentation � est-elle isol�ee dans
bGAut [ f � g?

Il existe une classesimple de repr�esentations pour lesquellesles deux
questionsont une solution n�egative.

Rappelonsque parmi nos groupes \h yperboliques", SU(n; 1) a toujours
une s�erie discr�ete et SO(n; 1) a une s�erie discr�ete si et seulement si n est
pair { ainsi, SO(2; 1) � SL(2; R) a une s�erie discr�ete alors que SO(3; 1) �
SL(2; C) n'en a pas. Une repr�esentation � appartient �a la s�erie discr�ete
si, et seulement si, elle apparâ�t commesous-module discret dans L 2(G).
Plus g�en�eralement, � 2 bG est temp �er�ee si elle appartient au support de
L 2(G).

Th �eor �eme 3.5 (Borel-Wallach). Soit � 2 bG une repr�esentation temp�er�ee
et supposonsqueH � (g; K ; � ) 6= 0. Alors la cohomologie de � est concentr�ee
dans l'interval le ]q� e;q+ e] o�u q = dG =2 et e = 1

2 (rangC(G) � rangC(K )) .
Et r�eciproquement,chacun desdegr�es contenus dans ]q � e;q+ e] apparâ�t
dans H � (g; K ; � ), o�u � est une repr�esentation cohomologique temp�er�ee.

Soit maintenant � une repr�esentation v�eri�an t lesconditions du Th�eor�e-
me 3.5 telle que H i (g; K ; V (� )) 6= 0. Alors � est temp�er�eeet appartien t
donc au \dual automorphe" (cela d�ecoule du Th�eor�eme de Delorme
mentionn�e au x2.3) bGAut . Si � n ! � et � n apparâ�t dans la d�ecomposition
(continue si G est isotrope) de L 2(� n nG) pour un groupe de congruence,la
valeur propre associ�ee � n de 
 v�eri�e � n ! 0, et apparâ�t dans le spectre
(peut-être continu) du laplacien �. On obtient donc le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 3.6. Soit G arbitraire, et supposons que G n'a pas de s�erie
discr�ete. Alors la r�eponse�a la Question 3.1 estn�egativepour i 2 ]q� e;q+ e].

La d�emonstration a utilis �e le Th�eor�emede Delorme mentionn�e au x2.3.
Une autre approche est due �a Burger, Li et Sarnak [27] qui montrent que
si H � G sont deux Q-groupes semi-simpleset � 2 bHAut alors le support
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de l'induite indG
H � est contenu dans bGAut . Cet article ne donne pas la

d�emonstration, qui est expos�ee dans [37]. Pour G isotrope (et H = f eg,
� = 1), elle implique que � est limite de repr�esentations dans le support de
L 2(� n nG).

Exemple. Si G = SO(n; 1) avec n impair = 2m + 1, on a q = n
2 = m + 1

2 ,
e = 1

2 , et la cohomologiede � apparâ�t en degr�es f m; m + 1g.

3.3 Con train tes locales et contrain tes automorphes

Nous revenons aux deux Questions (3.2 et 3.3) �enonc�eesdans la section
pr�ec�edente et nous allons d�ecrire, en utilisant toute la force de la th�eorie
desrepr�esentations, deux casoppos�eso�u ellespeuvent être r�esolues.

La Question 3.2 a en fait �et�e compl�etement r�esolue par Vogan, dans
un article longtemps clandestin [115]. Sa solution est di�cile, dans [20]
nous en donnons une d�emonstration \ �el�ementaire" dans le sensque nous
n'utilisons rien de plus que la classi�cation par Vogan et Zuckerman des
repr�esentations cohomologiques.La Question 3.3 est encoreplus profonde :
l'un des buts du livre [16] avec Clozel est d'expliquer comment, pour les
groupes associ�es aux espaceshyperboliques, sa solution est implicitement
donn�eepar les Conjectures d'Arth ur.

Voici tout d'abord l' �enonc�e pr�ecisde la solution �a la Question 3.2 qui est
donc un casparticulier d'un th�eor�eme[115, Theorem A.10] de Vogan.

Th �eor �eme 3.7. Soit � une repr�esentation cohomologiquecomme au x1.3.
La repr�esentation � est isol �ee dans le dual unitair e de G si et seulement
si le couple (G; q) a les propri�et�es suivantes.

1. Le groupe L n'a aucun facteur simple localementisomorphe�a SO(n; 1)
ou SU(n; 1) (n � 1).

2. Il n'y a pas de racine imaginaire non compacte dans � orthogonale�a
�( l).

�Enon�conssimplement deux corollaires (cf. [16, 18]) de ce Th�eor�eme.

Corollaire 3.1. Si G = O(2; n) avec n � 3, et si une repr�esentation
cohomologique Aq n'est pas isol�ee, la cohomologie de Aq n'apparâ�t qu'en
degr�es k �

�
n
2

�
. Et si G = O(p;q) avec p;q � 3, et si une repr�esentation

cohomologique Aq n'est pas isol�ee, la cohomologie de Aq n'apparâ�t qu'en
degr�es k � p + q � 3.

Corollaire 3.2. Si G = U(p;q) avec p;q � 2, et si Aq n'est pas isol�ee, la
cohomologie de Aq n'apparâ�t qu'en degr�es i � p + q � 2.

Il est clair que cesr�esultats ne laissent aucun espoir quant �a la Question
lo cal 3.2 pour nos groupes (de rang 1) hyperboliques. En revanche nous
allons voir que la Question globale 3.3 devrait dans ce cas admettre une
solution positive, d'apr�es les Conjectures d'Arth ur.
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Param �etres d'Arth ur. Soit G un groupe r�eductif r�eel, nous noterons
L G le groupe dual et WR le groupe de Weil de R, cf. [74, 22, 16].

Un param�etre d'Arthur pour G est un homomorphisme

 : WR � SL(2; C) ! L G (3.3)

tel que
(i ) Le diagramme

WR ! L G
& .

Gal(C=R)

est commutatif.
(ii ) La restriction  jSL(2 ;C) est holomorphe (� alg�ebrique).
(iii ) L'image de  jW R est d'adh�erencecompacte.

On d�eduit de  un \param�etre de Langlands"

'  : WR ! L G

w 7!  
�

w;
�

jwj1=2 0
0 jwj � 1=2

��
(3.4)

o�u, pour w 2 WR, jwj est la valeur absoluede l'image de w dans R� .

D'apr �esLanglands [74], le param�etre '  d�e�nit une repr�esentation de la
forme int�erieure quasi-d�eploy�ee G� du groupe G. Soit h une sous-alg�ebre
de Cartan de g. Rappelons que le centre de Z de l'alg�ebre enveloppante
U(g) de g s'identi�e �a S(h)W , W �etant le groupe de Weyl W (g; h). Puisque
les groupesG et G� ont la mêmecomplexi�cation, le param�etre '  d�e�nit
un caract�ere in�nit �esimal, i.e. un �el�ement de h� =W (pour tout choix de
h). Dans [16], nous utilisons alors la formulation tr �es faible suivante des
Conjectures d'Arth ur :

Conjecture 3.2. Si une repr�esentationirr �eductible� deG apparâ�t (faible-
ment) dans L 2(� nG) pour un sous-groupe de congruence, son caract�ere in-
�nit �esimal � � est associ�e �a un param�etre d'Arthur '  .

Dans le cas de nos groupes hyperboliques, nous montrons dans [16] les
deux propositions suivantes.

Prop osition 3.1. Soit � une repr�esentation unitair e irr �eductible de G =
U(n; 1) telle que HomK (

V p p+ 

V q p� ; � ) 6= 0 dont le caract�ere in�-

nit �esimal est associ�e �a un param�etre d'Arthur. Alors soit la valeur propre
� de l'op�erateur de Casimir dans H � v�eri�e :

� = [n � a � b]2 � [n � a � b� 2k]2;

pour a � p, b � q, (p � q) � (a � b) 2 f� 1; 0; 1g et 0 � k �
h

n � (a+ b)
2

i
, soit

elle est > [n � p � q]2.
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Prop osition 3.2. Soit � une repr�esentation unitair e irr �eductible de G =
O(n; 1) telle que HomK (

V p p; � ) 6= 0 dont le caract�ere in�nit �esimal est
associ�e �a un param�etre d'Arthur. Alors soit la valeur propre � de l'op�erateur
de Casimir dans H � v�eri�e :

� =
�

n � 1
2

� p
� 2

�
�

n � 1
2

� p � k
� 2

;

pour un entier 0 � k �
�

n � 1
2 � p

�
, soit elle est >

�
n � 1

2 � p
� 2

.

La Conjecture 3.2 implique donc en particulier la conjecture suivante.

Conjecture 3.3. Soit G un groupe Q-alg�ebriquede type hyperbolique.

1. Si G = O(2n; 1), alors pour tout entier naturel i � n,

� i
1(� nX G ) � max(2n � 2i � 2;

1
4

) > 0:

2. Si G = O(2n + 1; 1), alors pour tout entier naturel i � n � 1,

� i
1(� nX G ) � 2n � 2i � 1 > 0:

3. Si G = U(n; 1), alors pour tout entier naturel i � n,

� i
1(� nX G ) � max(4(n � i � 1); 1) > 0:

Ici � i
1 d�esignela premi�ere valeur propre non nulle du laplacien deHodgesur

les formes di� �erentielles de degr�e i et � est un sous-groupe de congruence
quelconquede G.

Une version \g �eom�etrique" a�aiblie de la Conjecture 3.3 fournie une
r�eponse (conjecturale) optimale (d'apr �es le Th�eor�eme 3.6) �a la Question
3.1 :

Conjecture 3.4. Soit G comme dans la Conjecture 3.3. Alors, pour tout
entier naturel i � dG

2 � 1 il existeune constante strictement positive "(G; i )
telle que pour tout sous-groupe de congruence � dans G,

� i
1(� nX G ) � " (G; i ):

La Conjecture 3.3 est bien ŝur beaucoupplus pr�ecise,elle joue un rôle
analogue par rapport �a la Conjecture 3.4 �a celui que joue la Conjecture
de Selberg par rapport �a la Conjecture � (d�emontr �ee par Clozel). Nous
pensonsque la Proposition 3.1 est optimale, a contrario la Proposition 3.2
ne l'est pas, dans [16] nous pr�ecisonsd'ailleurs celle-ci dans le cas p = 0
(spectre sur les fonctions) ce qui nous permet de ramener �a la Conjecture
3.2 la conjecture suivante due �a Burger et Sarnak.



Cohomologieet spectre desvari�et�es localementsym�etriques 59

Conjecture 3.5. Soit M une vari�et�e hyperbolique de congruence de di-
mension n. Les valeurs propres du laplacien sur les fonctions de M appar-
tiennent �a l'ensemble:

f 0; n � 2; 2n � 6; 3n � 12; : : : ; (n � 1)2=4g [ [(n � 1)2=4; + 1 [:

Au vu du Th�eor�eme 3.7 nos groupes hyperboliques jouent un rôle par-
ticulier par rapport �a cesquestions,dans [20] nous pr�ecisonsce rôle. Nous
commen�conspar �enoncerune r�eponseconjecturale compl�ete �a la Question
3.1 :

Conjecture 3.6. Soit G un groupe semi-simple alg�ebrique sur Q. Soit �
une repr�esentation cohomologiquecomme au x1.3. La repr�esentation � est
isol �ee dans

f � g [ bGAut

d�es que le sous-groupe de Levi L � G, associ�e �a la sous-alg�ebre parabolique
q, a un centre compact. C'est en particulier toujours le cas lorsquerangC(G)
= rangC(K ), autrement dit lorsqueG poss�edeune s�erie discr�ete.

Nous conjecturons de plus que la Conjecture 3.6 est optimale au sens
faible suivant : le type r�eel de G �etant �x �e, il devrait exister une Q-forme
deG telle quela repr�esentation cohomologique� soit contenueet non-isol�ee
dans bGAut .

Dans [20], nous ramenons la Conjecture 3.6 aux Conjectures d'Arth ur
(une versionplus g�en�eraleque la Conjecture 3.3). Nous en r�eduisons�egale-
ment une grande partie �a l' �etude desgroupesO(n; 1) et U(n; 1). L'id �eeest
l�a encored'utiliser un principe de restriction �a la Burger et Sarnak. En ce
qui concernenosgroupeshyperboliquesun tel principe �etait d�ej�a d�emontr �e
dans [16]. Commen�conspar intro duire pour chaquer�eel strictement positif
" , l'hypoth�eseHp

" sur le groupe G :

Hp
" :

8
>><

>>:

si � est dans le p � spectre automorphe de G; alors :
1. soit � = (� G � k)2 � (� G � i )2 avec k = 0; : : : ; p et i =
k; : : : ; [� G ];
2. soit � � (� G � p)2 � "2:

Ici � G = dG � 2+ d
2 avec d = 1 dans le casr�eel et d = 2 dans le cascomplexe.

Remarquonsque les Conjectures d'Arth ur pr�evoient que, pour un groupe
G comme ci-dessus,chaque hypoth�ese Hp

0 est vraie pour p � [� G ]. Les
hypoth�esesHp

" sont donc des approximations aux Conjectures d'Arth ur
pour le groupeG. Lorsque" estsu�sammen t petit, cesapproximations sont
en g�en�eral plus pr�ecisesque la Conjecture 3.3. Le principe de restriction
est alors le suivant :

Th �eor �eme 3.8. Soient H � G deuxgroupesQ-alg�ebriquescomme dans la
Conjecture 3.3 et du même type. Supposons que H v�eri�e l'hypoth�eseHp

"
pour un certain r�eel " > 0 et pour tout entier naturel p � [� H ].
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Alors le groupe G v�eri�e les hypoth�esesHp
� G � � H + " pour tout entier na-

turel p � [� H ].

Ce principe et le th�eor�eme suivant nous permettent dans [16] d'obtenir
une premi�erer�eponse(positive) g�en�erale�a la Question 3.1 dansle cask = 1
et lorsque G � U(n; 1) (cf. Th�eor�eme3.10 plus bas).

Th �eor �eme 3.9. Si G est un groupe comme dans la Conjecture 3.3 avec
G = U(2; 1), alors la Conjecture 3.4 est vraie pour G, avec "(G; 0) = 84

25 et
" (G; 1) = 9

25 .

En fait ce r�esultat est essentiellement contenu dans l'article [56] de Har-
ris et Li. On en donne une preuve compl�ete dans [16]. Celle-ci utilise la
th�eorie des repr�esentations, il s'agit d'abord d'exploiter les r�esultats de
Rogawski pour relever certaines repr�esentations automorphes de G �a des
repr�esentations automorphes de GL(3) auxquelleson peut ensuite appli-
quer une estim�ee vers la Conjecture de Ramanujan d�emontr �ee par Luo,
Rudnick et Sarnak [84].

Les Th�eor�emes 3.8 et 3.9 nous permettent de d�emontrer dans [16] le
th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 3.10. Si G est un groupe comme dans la Conjecture A avec
G = U(n; 1) (et quelquesconditions techniquessuppl�ementairessi n + 1 est
une puissances de 2), alors la Conjecture 3.4 est v�eri� �ee par le groupe G
pour i = 0 et 1, avec "(G; 0) = 2n � 1 et " (G; 1) = 10n � 11

25 .

Remarquonsen�n (cf. [11, 18]) que la Conjecture 3.4 (et donc lesConjec-
tures d'Arth ur) impliquent les Conjectures 2.3, 2.4 et 2.5.

Existence de valeurs propres exceptionnelles. Nous avons rappel�e
au x3.2 que, dans [27], Burger, Li et Sarnak montrent que l'induction
pr�eserve lesduaux automorphes.En particulier le support de la repr�esenta-
tion L 2(H nG) (�egale�a l'induite de H �a G de la repr�esentation triviale de
G) est contenu dans le dual automorphe de G. �A l'aide de la formule de
Plancherel pour lesespaceshyperboliques,cf. Faraut [48], Burger et Sarnak
[28] montrent qu'en la supposant vraie, la Conjecture 3.5 est optimale.

Nous exploitons cette mêmeid�eedans [7] pour donner un crit �ere g�eom�e-
trique d'existencede petites valeurs propres du laplacien sur les fonctions
dans un revêtement �ni d'une vari�et�e hyperbolique donn�ee.

Remarquonsen�n que la Proposition 3.1 et la Conjecture 3.2 impliquent
une conjecture beaucoupplus forte que la Conjecture 3.3 pour tout groupe
G du type U(n; 1). Nous pensonsque cette conjecture est optimale dans le
mêmesensque la Conjecture de Burger et Sarnak est optimale. La grande
di� �erenceest que nous consid�erons cette fois tout le spectre automorphe
et non seulement le spectre sur les fonctions. Bien que nous ne sachions
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pas montrer que cette conjecture est optimale, nous montrons dans [16] le
r�esultat suivant. 7

Th �eor �eme 3.11. Soit G un groupe alg�ebriquesur Q obtenupar restriction
des scalaires �a partir d'un groupe unitair e sur un corps de nombres et tel
que G = U(n; 1). Soient a;p;q; k desentiers v�eri�ant

{ 0 � a � p;q � n ;
{ p � q 2 f� 1; 0; 1g;
{ 0 � k �

�
n � 2a

2

�
.

Alors, le dual automorphe bGAut de G contient une repr�esentation unitair e
irr �eductible� de G telle queHomK (

V p p+ 

V q p� ; � ) 6= 0 et dont la valeur

propre de l'op�erateur de Casimir dans H � est �egale�a

(n � 2a)2 � (n � 2a � 2k)2:

Notre Conjecture 3.6 est la r�eponse(conjecturale) appropri�ee�a la Ques-
tion 3.1 g�en�erale,elle semble �a lors actuelle assezinaccessible.Remarquons
n�eanmoins que dans le cas des groupes unitaires U(p;q) nous ramenons
celle-ci dans [16] �a une conjecture de changement de base{ g�en�eralisation
naturelle du travail de Rogawski [100] pour U(2; 1) aux groupesU(p;q). Au
vu des r�ecentes avanc�eesde Laumon et Ngô concernant le lemme fonda-
mental pour les groupesunitaires, on peut donc esp�erer voir la conjecture
suivante d�emontr �eedans un futur pas trop �eloign�e.

Conjecture 3.7. Si G = U(p;q), la r�eponse�a la Question 3.1 est toujours
positive.

4 Cohomologie des vari �et �es arithm �etiques

Les vari�et�es arithm �etiques qui nous pr�eoccupent ici sont principalement
cellesassoci�ees�a l'un desgroupesclassiquesO(p;q), U(p;q), Sp(p;q), GSpp

ou O� (2n). Commen�conspar d�ecrire leurs repr�esentations cohomologiques.

Le cas G = U(p;q). Soient p et q des entiers strictement positifs avec
p � q et

G =
�

g =
�

A B
C D

�
: tg

�
1p 0
0 � 1q

�
g =

�
1p 0
0 � 1q

��
; (4.1)

o�u A 2 M p� p(C), B 2 M p� q(C), C 2 M q� p(C) et D 2 M q� q(C). Le rang
r�eel de G est alors p et le sous-groupe

K =
�

g =
�

A 0
0 D

�
2 G : A 2 U(p); D 2 U(q)

�

7 Il est certainement posssible d'ob enir un r�esultat optimal par rel�evement th êta �a
partir de groupes unitaires plus petits.
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est un sous-groupe compact maximal dans G.
Rappelonsque la multiplication par i =

p
� 1 induit une d�ecomposition

p = p+ � p� :

L'alg�ebre de Lie g est bien �evidemment M (p+ q) � (p+ q) (C), et l'on voit ses
�el�ements sousforme de blocs commedans (4.1). On a alors,

p+ =
��

0 B
0 0

�
avec B 2 M p� q(C)

�

et

p� =
��

0 0
C 0

�
avec C 2 M q� p(C)

�
:

Soit E = Cp (resp. F = Cq) la repr�esentation standard de U(p) (resp.
U(q)). Alors, commerepr�esentation de K C, p+ = E 
 F � .

Dans [14] nousavonsparam�etr�e lesrepr�esentations cohomologiquesde G
par certains couple de partitions. Rappelonsqu'une partition est une suite
d�ecroissante � d'entiers naturels � 1 � : : : � � l � 0. Les entiers � 1; : : : ; � l

sont desparts. La longueur l(� ) d�esignele nombre de parts non nulles, et
le poids j� j, la sommedes parts. On se souciepeu, d'ordinaire, des parts
nulles : on se permet en particulier, le cas �ech�eant, d'en rajouter ou d'en
ôter. Le diagramme de Young de � , que l'on notera �egalement � , s'obtient
en superposant, de haut en bas, des lignes dont l'extr �emit�e gauche est sur
une mêmecolonne,et de longueursdonn�eespar lesparts de � . Par sym�etrie
diagonale,on obtient le diagrammede Young de la partition conjugu�ee, que
l'on notera � � .

Le diagrammede Young de la partition � = (5; 3; 3; 2) et de saconjugu�ee
sont donc :

et

� � �

Soient � et � deux partitions telles que le diagramme de � contienne � ,
ce que nous noterons � � � . Notons �=� le compl�ementaire du diagramme
de � danscelui de � : c'est une partition gauchesondiagrammeest un dia-
gramme gauche. Dans la pratique les partitions � que nous rencontrerons
seront inclusesdans la partition rectangulaire p � q = (q; : : : ; q

| {z }
p fois

) = (qp), le

diagrammegauche p� q=� est alors le diagrammede Young d'une partition
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auquel on a appliqu�e une rotation d'angle � ; nous noterons �̂ cette parti-
tion, la partition compl�ementaire de � dansp� q. Par exemple,la partition
� = (5; 3; 3; 2) est incluse dans le rectangle 5 � 5, et dans ce rectangle,
�̂ = (5; 3; 2; 2).

Nous dirons d'un couplede partitions (�; � ) qu'il est compatible (compa-
tible dans p � q en casd'ambiguit �e) si

1. on a la suite d'inclusion � � � � p � q, et

2. le diagramme gauche �=� est une r�eunion de diagrammesrectangu-
laires pi � qi , i = 1; : : : ; m ne s'intersectant qu'en dessommets.

Les r�esultats de Parthasarathy, Kumaresan et Vogan-Zuckerman men-
tionn�esplus haut a�rmen t alors que l'ensemble desclassesd'�equivalences
de repr�esentations cohomologiquesde G est

f A(�; � ) : (�; � ) est un couple compatible de partitions g;

o�u

H k (g; K ; A(�; � )) �=

�
C si k = R := j� j + j�̂ j = pq�

P m
i =1 pi qi ;

0 si k < R;

et plus g�en�eralement

H k (g; K ; A(�; � )) �= H k � R

 
mY

i =1

U(pi + qi )=(U(pi ) � U(qi )) ; C

!

:

Ici U(pi + qi )=(U(pi ) � U(qi )) est la grassmanniennedes pi -plans dans
Cpi + qi .

La repr�esentation triviale correspond au couple (0; p � q) et le degr�e R
correspondant est �evidemment �egal�a 0. On retrouve quela cohomologiequi
lui correspond est la cohomologiedu dual compact bX G = U(p+ q)=(U(p) �
U(q)) de X G . Il est bien connu (cf. [51] par exemple)qu'une basede celle-ci
est param�etr�eepar les partitions � � p � q. Notons f C� : � � p � qg une
telle baseavecC(1 k ) (resp. C(k ) ) correspondant �a la k-i�emeclassede Chern

du �br �e tautologique (resp. quotient) au-dessusde la grassmanniennebX G .
Les repr�esentations cohomologiquesappartenant �a la s�erie discr�ete sont

cellesqui v�eri�en t � = � . En�n, remarquons que le \t ype de Hodge" de
la classede cohomologiefortement primitiv e de A(�; � ) est (R+ ; R� ) =
(j� j; j�̂ j). Nous noterons H �;� la A(�; � )-composante de la cohomologiede
degr�e R (composante fortement primitiv e).

Le Th�eor�eme 3.7 implique qu'un certain nombre de cesrepr�esentations
sont isol�eesdans le dual unitaire de G. Il implique plus pr�ecisemment le
corollaire suivant (cf. [16]).

Corollaire 4.1. Soit (�; � ) un couple compatible de partitions dans p � q
avec �=� = (p1 � q1) � : : : � (pm � qm ). Alors la repr�esentation A(�; � ) est
isol�ee dans le dual unitair e de G si et seulementsi
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1. min i (pi ; qi ) � 2, et

2. si � i = � i > � i +1 (i = 1; : : : ; p) alors � i +1 = � i (o�u nous adoptons
exceptionnellement ici la convention que � p+1 = � p+1 = � 1).

On peut visualiser le point 2. : il signi�e que � et � n'ont aucun angle
ou en commun. En particulier, les repr�esentations A(�; � ) telles que

� = � (qui sont exactement les repr�esentations cohomologiquede la s�erie
discr�ete) ne sont jamais isol �ees.

Le cas G = O(p;q). Dans ce paragrapheG = O(p;q) et G0 = SO(p;q)0,
o�u p et q sont des entiers strictement positifs. Le rang r�eel de G est donc
min(p;q). On a

G =
�

g =
�

A B
C D

�
: t g

�
1p 0
0 � 1q

�
g =

�
1p 0
0 � 1q

��
; (4.2)

o�u A 2 M p� p(R), B 2 M p� q(R), C 2 M q� p(R) et D 2 M q� q(R). Et,

K =
�

g =
�

A 0
0 D

�
2 G : A 2 O(p); D 2 O(q)

�
;

avec K 0 = SO(p) � SO(q) la composante connexede l'identit �e dans K .
L'in volution de Cartan � est donn�eepar x 7! � t x. On a alors,

p =
��

0 B
t B 0

�
: B 2 M p� q(C)

�
:

Soit E = Cp (resp. F = Cq) la repr�esentation standard de O(p;C) (resp.
O(q; C)). Alors, commerepr�esentation de K C, p = E 
 F � .

Dans [18], et toujours �a partir desr�esultatsdeParthasarathy, Kumaresan
et Vogan-Zuckerman,nousmontrons quel'ensemble desclassesd'�equivalen-
cesde repr�esentations cohomologiquesde G est alors

f A(� ) � 1
� 2

: (�; �̂ ) est un couple compatible de partitions 8g;

o�u les signes � 1 et � 2 correspondent au fait que pour nous une classe
d'�equivalencederepr�esentations cohomologiquescorrespond �a unerepr�esen-
tation du groupe G0 et que certainesrepr�esentations A(� ) du groupe G se
restreignent au groupe G0 en une sommede 2 ou 4 repr�esentations (coho-
mologiques)irr �eductibles. On peut oublier tout ceci dans le reste du texte.

Remarquonsqu'une partition orthogonale � v�eri�e que son diagramme
gauche associ�e �̂=� s'�ecrit comme une r�eunion de diagrammes rectangu-
laires : (a1 � b1) � : : : � (am � bm ) � (p0 � q0) � (am � bm ) � : : : � (a1 � b1). Les

8Nous dirons dor�enavant d'une partition � telle que le couple (�; �̂ ) soit compatible,
qu'elle est orthogonale.
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groupesde (g; K )-cohomologiede A(� ) � 1
� 2

secalculent alors de la mani�ere
suivante :

H k (g; K ; A(� ) � 1
� 2

) �=

�
C si k = R := j� j;
0 si k < R;

et plus g�en�eralement

H k (g; K ; A(� ) � 1
� 2

)
�= H k � R (O(p0 + q0)=(O(p0) � O(q0))

Q m
i =1 U(ai + bi )=(U(ai ) � U(bi )) ; C) :

Nous noterons H � la A(� )-composante de la cohomologiede degr�e R.
Dans ce cas le Th�eor�eme3.7 implique le corollaire suivant (cf. [18]).

Corollaire 4.2. Soit � � p � q une partition orthogonale avec �̂=� =
(a1 � b1) � : : : � (am � bm ) � (p0 � q0) � (am � bm ) � : : : � (a1 � b1). Alors
les di� �erentesrepr�esentationsA(� ) � 2

� 1
associ�ees�a � sont soit toutes isol�ees

dans le dual unitair e de SO0(p;q) soit toutes non isol�ees.El les sont isol�ees
si et seulementsi

1. min i (ai ; bi ) � 2, et

2. soit p0; q0 � 2 et p0 + q0 � 5, soit p0q0 = 0, et

3. � et �̂ n'ont aucun angle ou en commun.

Le cas G = Sp(p;q). Il est similaire au casdesgroupesunitaires. Rappe-
lons juste qu'en utilisant l'identi�cation classiqueentre l'alg�ebre des qua-
ternions H et C2, on a :

k0 =

8
>><

>>:

0

B
B
@

A 0 S 0
0 B 0 T

� S 0 A 0
0 � T 0 B

1

C
C
A :

A 2 u(p); B 2 u(q);
S 2 Sym(p;C); T 2 Sym(q; C)

9
>>=

>>;
;

p0 =

8
>><

>>:

0

B
B
@

0 M 0 X
t M 0 t X 0
0 X 0 � M

t X 0 � t M 0

1

C
C
A : M ; X 2 M p� q(C)

9
>>=

>>;
:

Comme dans le cas unitaire [14] il n'est alors pas di�cile de montrer que
l'ensemble desrepr�esentations cohomologiquesde G est

�
A(�; � ) i :

(�; � ) est un couple compatible de partitions et
i = 0; 1 (toujours = 1 si � p > 0 ou � 1 = q)

�
;

o�u

H k (g; K ; A(�; � )1) �=

�
C si k = R := pq+ j� j + j�̂ j = 2pq�

P m
i =1 pi qi ;

0 si k < R;
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et

H k (g; K ; A(�; � )0) �=

8
<

:
C si k = R :=

�
pq� p1q1 + j� j + j�̂ j
2pq� 2p1q1 �

P m
i =2 pi qi ;

0 si k < R;

et plus g�en�eralement

H k (g; K ; A(�; � )1) �= H k � R

 
mY

i =1

U(pi + qi )=(U(pi ) � U(qi )) ; C

!

;

et
H k (g; K ; A(�; � )0)
�= H k � R

�
Sp(p1 + q1)=(Sp(p1) � Sp(q1))

�
Q m

i =2 U(pi + qi )=(U(pi ) � U(qi )) ; C
�
:

Dans ce cas le Th�eor�eme3.7 implique le corollaire suivant.

Corollaire 4.3. Soit (�; � ) un couple compatible de partitions dans p � q
avec �=� = (p1 � q1) � : : : � (pm � qm ). Alors la repr�esentation A(�; � ) i

(i = 0; 1) est isol�ee dans le dual unitair e de G si et seulementsi

1. p1; q1 � 1, p1 + q1 � 3, si i = 0 et p1; q1 � 2, sinon,

2. min j � 2(pj ; qj ) � 2, et

3. � et � n'ont aucun angle ou en commun.

Le cas G = GSpp. Dans ce paragraphe G = GSpp, o�u p est un entier
strictement positif. Rappelonsalors que

G=
�

g=
�

A B
C D

�
2U(p;p) : t g

�
0 1p

� 1p 0

�
g=

�
0 1p

� 1p 0

��
:(4.3)

Et K est le groupe U(p) plong�e dans G via l'application

k 7!
�

k 0
0 t k� 1

�
:

Dans l'alg�ebre de Lie complexeg, on a :

p+ =
��

0 B
0 0

�
avec B 2 M p� p(C) sym�etrique

�

et

p� =
��

0 0
C 0

�
avec C 2 M p� p(C) sym�etrique

�
:

Notons E = Cp la repr�esentation standard deU(p). Alors, commerepr�esen-
tation de K C, p+ = sym2(E ). De la mêmemani�ere, p� = sym2(E � ).

Nous dirons d'une partition � qu'elle est sym�etrique si � � = � . Remar-
quonsquesi (�; � ) est un couplecompatible de partitions sym�etriquesdans
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p � p, le diagramme gauche �=� est sym�etrique et s'�ecrit donc (a1 � b1) �
: : : � (am � bm ) � (p0 � p0) � (bm � am ) � : : : � (b1 � a1) pour un certain m � 1
et des entiers ai , bi � 1 et p0 � 0. �Etant donn�e une partition sym�etrique
� � p � p, nous noterons � + la partition (� +

1 ; : : : ; � +
p ) o�u pour i = 1; : : : ; p

� +
i = jf j � i : (i; j ) 2 � gj;

= max(0; � i � i + 1):

Nous noterons � le diagrammede Young � p� (p+ 1) obtenu en rajoutant
une case�a chaque ligne intersectant la diagonale. Remarquonsalors que
j� j est n�ecessairement pair �egal �a 2j� + j. Si (�; � ) est un couple compatible
de partitions sym�etriques � p� p dont le diagrammegauche associ�e �=� =
(a1 � b1) � : : : � (am � bm ) � (p0 � p0) � (bm � am ) � : : : � (b1 � a1), nous
noterons en�n (�=� )+ le sous-diagrammegauche �egal �a (p0 � p0) � (bm �
am ) � : : : � (b1 � a1).

Lesr�esultatsdeParthasarathy, Kumaresanet Vogan-Zuckermana�rmen t
alors que l'ensemble desclassesd'�equivalencesde repr�esentations cohomo-
logiquesde G est

f A(�; � ) : (�; � ) compatible et �; � sym�etriquesg;

o�u

H k (g; K ; A(�; � )) �=

�
C si k = R := j� + j + j�̂ + j;
0 si k < R;

et plus g�en�eralement

H k (g; K ; A(�; � ))

�= H k � R

 

Sp(p0)=U(p0) �
mY

i =1

U(ai + bi )=(U(ai ) � U(bi )) ; C

!

:

Dans ce cas le Th�eor�eme3.7 implique le corollaire suivant.

Corollaire 4.4. Soit (�; � ) un couple compatible de partitions sym�etriques
dansp� p avec �=� = (a1 � b1) � : : : � (am � bm ) � (p0 � p0) � (bm � am ) � : : : �
(b1 � a1). Alors la repr�esentation A(�; � ) est isol�eedans le dual unitair e de
G si et seulementsi

1. p0 � 2, min i (ai ; bi ) � 2, et

2. � et � n'ont aucun angle ou en commun.

Le cas G = O� (2p). Dans ce paragrapheG = O� (2p), o�u p est un entier
strictement positif. Rappelonsalors que

G =
�

g =
�

A B
C D

�
2 U(p;p) : t g

�
0 1p

1p 0

�
g =

�
0 1p

1p 0

��
:(4.4)
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Et K est le groupe U(p) plong�e dans G via l'application

k 7!
�

k 0
0 t k� 1

�
:

Dans l'alg�ebre de Lie complexeg, on a :

p+ =
��

0 B
0 0

�
avec B 2 M p� p(C) antisym�etrique

�

et

p� =
��

0 0
C 0

�
avec C 2 M p� p(C) antisym�etrique

�
:

Notons E = Cp la repr�esentation standard de U(p). Alors, comme repr�e-
sentation de K C, p+ =

V 2(E ). De la mêmemani�ere, p� =
V 2(E � ).

�Etant donn�ee une partition sym�etrique � � p � p, nous noterons � � la
partition (� �

1 ; : : : ; � �
p ) o�u pour i = 1; : : : ; p

� �
i = jf j > i : (i; j ) 2 � gj;

= max(0; � i � i ):

Nous noterons �� le diagramme de Young � p � p obtenu en soustrayant
une case�a chaqueligne intersectant la diagonale.Remarquonsalors que j �� j
est n�ecessairement pair �egal �a 2j� � j.

Les r�esultats de Parthasarathy, Kumaresan et Vogan-Zuckerman d�ecrits
plus haut a�rmen t alors que l'ensemble desclassesd'�equivalencesde repr�e-
sentations cohomologiquesde G est

f A(� � ; � � ) : (�; � ) compatible et �; � sym�etriquesg;

o�u

H k (g; K ; A(� � ; � � )) �=

�
C si k = R := j� � j + j�̂ � j;
0 si k < R;

et plus g�en�eralement

H k (g; K ; A(� � ; � � ))
�= H k � R (O(2p0)=U(p0) �

Q m
i =1 U(ai + bi )=(U(ai ) � U(bi )) ; C) :

Dans ce cas le Th�eor�eme3.7 implique le corollaire suivant.

Corollaire 4.5. Soit (�; � ) un couple compatible de partitions sym�etriques
dansp� p avec �=� = (a1 � b1) � : : : � (am � bm ) � (p0 � p0) � (bm � am ) � : : : �
(b1 � a1). Alors la repr�esentationA(� � ; � � ) est isol�eedans le dual unitair e
de G si et seulementsi

1. p0 � 3, min i (ai ; bi ) � 2, et

2. si � et � ne sont pas tous les deux triviaux et n'ont aucun angle
ou en commun.
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4.1 Th �eor�emes d'ann ulation et de non annulation de
la cohomologie

La m�ethode la plus g�en�erale pour attaquer les Questions 1.1 et 1.2 passe
par de remarquables fonctorialit �es d�ecouvertes par Burger, Li et Sarnak
dans [27] et [28] :

1. Si H � G sont deux Q-groupes semi-simpleset si � 2 bHAut alors
toute repr�esentation dans le support de l'induite indG

H � appartient
au dual automorphe bGAut .

2. Si H � G sont deux Q-groupes semi-simpleset si � 2 bGAut alors
toute repr�esentation dans le support de la restriction � jH appartient
au dual automorphe bHAut .

Commen�cons par exploiter la premi�ere fonctorialit �e en prenant pour �
la repr�esentation triviale 1H de H . Alors indG

H � = indG
H 1H = L 2(H nG).

Toute repr�esentation de la s�erie discr�ete de H nG (i.e. toute repr�esentation
intervenant discr�etement dans la repr�esentation L 2(H nG)) appartient au
dual automorphe bGAut . Comme le remarquent Burger, Li et Sarnak, une
repr�esentation cohomologique� isol �ee deG intervenant dansla s�eriediscr�e-
te de H nG pour un certain sous-groupe H comme ci-dessusintervient
alors dans la cohomologie(L 2) de S(�) pour un certain sous-groupe de
congruence� � G(Q). Dans [20] nouspr�ecisonsun peu cer�esultat : il n'est
pasdi�cile de v�eri�er qu'il su�t en fait que la repr�esentation � soit isol �ee
sous la condition d = 0. Cette condition correspond �a cequela forme har-
monique correspondante soit isol�eeparmi les formesdi� �erentielles ferm�ees.
Pr�ecisonscette d�e�nition. Soient (� ; V� ) une repr�esentation irr �eductible
unitaire de G et V K

� l'espacedesvecteursK -�nis de la repr�esentation � et

: : : ! C i (� ) = HomK (
^

i p; V K
� )

di! C i +1 (� ) ! : : : :

le complexecalculant la (g; K )-cohomologiede � . Une repr�esentation coho-
mologiqueAq de G, de degr�e primitif R = R(q), est isol�eesousla condition
d = 0 si elle est isol�ee de l'ensemble des repr�esentations irr �eductibles uni-
taires telles que Im(dR ) = 0. Dans [20], nous caract�erisonscompl�etement
les repr�esentations cohomologiquesisol�eessousla condition d = 0. et nous
montrons :

Prop osition 4.1. Soit � une repr�esentation cohomologiquede G apparte-
nant �a la s�erie discr�etedeH nG. Supposonsdeplus � isol �ee sous la condi-
tion d = 0 dans bGAut . Il existe alors un sous-groupe de congruence � �
G(Q) tel que la repr�esentation � intervienne discr�etement dans L 2(� nG).

Par ailleurs (et c'est la raison profonde derri�ere le Th�eor�eme 2.23)
l'espaceG=H poss�edeune s�erie discr�ete si et seulement si rangC(G=H) =
rangC(K =(K \ H )), cf. [50]. Et dans ce cas il existe une repr�esentation
cohomologiqueappartenant �a la s�erie discr�ete.
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Appliqu �eestour �a tour aux couples(U(p;q� r ) � U(r ); U(p;q)), (O(p;q�
r )� O(r ); O(p;q)), (Sp(p;q� r )� Sp(r ); Sp(p;q)) et (G(Spp� r � Spr ); GSpp),
(O� (2p� 2r ) � O� (2r ); O� (2p)), cesremarquesimpliquent les r�eponsespar-
tielles suivantes �a la Question 1.2, cf. [20].

Th �eor �eme 4.1. 1. Soit G = U(p;q) avec p � 2. Alors la r�eponse �a la
Question 1.2 est positive pour chacune des repr�esentations
A(( r p); ((q � r )p)) , 0 � r � q=2.

2. Soit G = O(p;q) avec p � 2. Alors la r�eponse �a la Question 1.2 est
positive pour chacunedesrepr�esentationsA(( r p)) , 0 � r � q=2.

3. Soit G = Sp(p;q) avec p � 2. Alors la r�eponse �a la Question 1.2 est
positive pour chacune des repr�esentations A((0) ; ((q � 2r )p))0, 0 �
r � q=2.

4. Soit G = Spp. Alors la r�eponse �a la Question 1.2 est positive pour
chacunedesrepr�esentationsA((pr ; r p� r ); p � q), 0 � r � p.

5. Soit G = O� (2p). Alors la r�eponse�a la Question 1.2 est positive pour
chacunedesrepr�esentationsA((pr ; r p� r ) � ; (p � q) � ), 0 � r � p � 1.

Peter Sarnak m'a signal�e que dans une suite �a [27] encoreen gestation,
Burger, Li et Sarnak applique cette m�ethode (sans la Proposition 4.1) �a
l' �etude des Questions 1.1 et 1.2 dans le cas des groupes exceptionnels,la
m�ethode ci-dessusdonne les meilleurs r�esultats connus �a lors actuel.

Revenons �a l' �etude des groupes classiques: dans ce cas la m�ethode la
plus e�cace pour construire desformesautomorpheset en particulier pour
r�epondre aux Questions1.1 et 1.2 semble être la formation de s�eriesthêta,
ou, en th�eoriedesrepr�esentations, l'utilisation de la th�eoriedu relev�e thêta.
Rappelonsbri�evement comment celle-ci fonctionne.

Rel �evement th êta. Soit k un corps de nombre totalement r�eel et soit
(D ; �) une k-alg�ebre �a involution de l'un destrois typessuivants :

D =

8
<

:

k; cas1;
une extensionquadratique F=k; cas2;
une alg�ebre de quaternion de centre k; cas3;

(4.5)

et

� =

8
<

:

id; cas1;
l'in volution de Galois de F=k; cas2;
l'in volution standard; cas3:

(4.6)

Soient V et V 0 deux espacesvectoriels de dimension �nie sur D �equip�esde
deux formessesquilin�eairesnon-d�eg�en�er�ees(:; :) et (:; :)0, l'une �-hermitienne,
l'autre �-anti-hermitienne. Le k-espacevectoriel W = V 
 D V 0 est alors na-
turellement muni d'une forme symplectique

h:; :i = tr D =k (( :; :) 
 (:; :)0� )
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o�u tr D =k d�esigne la trace usuelle de D sur k. Notons Sp(W ), G et G0

les groupes d'isom�etries respectifs de h:; :i , (:; :) et (:; :)0. Alors (G; G0) es
une paire r�eductive duale irr �eductible de type I dans Sp(W ). Supposonsle
groupe Sp(W ) compact �a toutes lesplaces�a l'in�ni de k sauf une et notons
Sp le groupe r�eel (non compact) en cette place. Nous noterons �egalement
G et G0 les sous-groupes r�eels de Sp correspondants. Notons en�n fSp le
revêtement m�etaplectique �a deux feuillets du groupe symplectiqueSp et eG,
eG0 les imagesinversesrespectivesde G et G0 dans fSp. Commedans l'in tro-
duction, et apr�esrestriction desscalairesde k �a Q, nouspouvonsparler du
dual automorphe de fSp. Traduits en cestermes,Howe montre, entre autres
choses,dans [58], que la repr�esentation de Weil (ou repr�esentation de l'os-
cillateur harmonique) ! du groupe fSp appartient au dual automorphe de
fSp. Consid�eronsmaintenant deux repr�esentations respectives� et � 0 de G
et G0. Les deux repr�esentations � et � 0 sont dites duales pour la corres-
pondance � locale, not�e � 0 = � (� ), si la repr�esentation � 
 � 0 de eG � eG0

est �equivalente �a une sous-repr�esentation irr �eductible de la restriction de !
�a eG � eG0. Dans [75], Li montre que si � est une repr�esentation de la s�erie
discr�ete de G \su�sammen t r�eguli�ere" (cf. [75]) et si dimD V � dimD V 0,
alors � 0 admet un relev�e thêta non nul �a eG. La repr�esentation correspon-
dante � = � (� 0) estunerepr�esentation cohomologiqueexplicitement d�ecrite
dans [75].

Dans [76] Li v�eri�e que dans un grand nombre de casla correspondance
estglobale.Cequi lui permet ded�emontrer le th�eor�emesuivant (le groupeG
est toujours commeci-dessus)en relevant desrepr�esentations appartenant
�a la s�eriesdiscr�ete de G0.

Th �eor �eme 4.2. 1. Soit G = U(p;q). Alors la r�eponse �a la Question
1.2 est positive pour chacunedes repr�esentations A(�; � ), avec �=�
rectangle de p�erim�etre > p + q.

2. Soit G = O(p;q) avec p+ q pair. Alors la r�eponse�a la Question 1.1 est
positive pour chacunedesrepr�esentationsA(� ), avec �̂ =� rectanglede
p�erim�etre > p + q + 2.

3. Soit G = O(p;q) avec p + q impair. Alors la r�eponse �a la Question
1.1 est positive pour chacunedes repr�esentations A(( r p)) , avec r <
1
4 (p + q � 2).

4. Soit G = Sp(p;q). Alors la r�eponse �a la Question 1.1 est positive
pour chacune des repr�esentations A(�; � )0, avec �=� rectangle de
p�erim�etre � p + q.

5. Soit G = Spp. Alors la r�eponse �a la Question 1.1 est positive pour
chacunedesrepr�esentationsA(�; � ), avec �=� carr �e de côt�e � p=2.

6. Soit G = O� (2p). Alors la r�eponse �a la Question 1.1 est positive
pour chacunedesrepr�esentationsA(� � ; � � ), avec �=� carr �e de côt�e
> (p + 1)=2.
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La d�emonstration fait intervenir des th�eor�emes d'arithm �etiques assez
�ns, valeurs de fonctions L associ�ees �a des repr�esentations automorphes
de groupesclassiques,formule de Siegel-Weil...

En�n remarquonsquedansle casdesespaceshermitiens et concernant la
cohomologieholomorphe Anderson [3] r�epond positivement �a la Question
1.2 en utilisant l�a encorela technique du rel�evement thêta.

Dans [20] nousremarquons9 quelorsquela repr�esentation � de G est une
repr�esentation cohomologiqueisol�eedans le dual automorphe, on peut di-
rectement d�eduire de la correspondancethêta locale(c'est-�a-dire au niveau
des repr�esentations des groupes r�eels) une r�eponsepositive �a la Question
1.1 ou 1.2 pour la repr�esentation � . Il d�ecouleen e�et de la deuxi�emefonc-
torialit �e de Burger, Li et Sarnak que si la repr�esentation � 
 � 0 de eG � eG0

est �equivalente �a une sous-repr�esentation irr �eductible de la restriction de la

repr�esentation ! 2 d( fSp)Aut , alors (dans notre situation) la repr�esentation
� 2 bGAut (et � 0 2 cG0

Aut ). Si � est isol�eedans bGAut , elle doit donc intervenir
discr�etement dansun L 2(� nG), pour � sous-groupe de congruencede G. Le
th�eor�emequi suit d�ecouledonc destravaux [75] de Li sur la correspondance
thêta locale archim�edienneet du Th�eor�eme3.7. Modulo la Conjecture 3.6
cette m�ethode \douce" (qui �evite notamment le recours�a de l'arithm �etique
�ne) permet de r�ed�emontrer toutes les r�eponsespartielles aux Questions
1.1 et 1.2 cit�eesdans ce m�emoire.

Th �eor �eme 4.3. 1. Soit G = U(p;q) avec p � 2. Alors la r�eponse �a la
Question 1.2 est positive pour chacune des repr�esentations
A(( r p); ((q � s)p)) , avec r , s entiers naturels tels que r + s � q � 2.

2. Soit G = O(p;q) avec p � 2. Alors la r�eponse �a la Question 1.1
est positive pour chacunedes repr�esentationsA(( r p)) , avec r entier
naturel tel que 2r � min(q � 2; p + q � 5).

3. Soit G = Sp(p;q). Alors la r�eponse�a la Question 1.1 est positive pour
chacunedes repr�esentationsA((0) ; ((q � r )p)0, avec r entier naturel
tel que r � q.

4. Soit G = Spp. Alors la r�eponse �a la Question 1.2 est positive pour
chacunedesrepr�esentationsA((pr ; r p� r ); p � q), 0 � r � p � 2.

5. Soit G = O� (2p). Alors la r�eponse�a la Question 1.2 est positive pour
chacunedesrepr�esentationsA((pr ; r p� r ) � ; (p � q) � ), 0 � r � p � 4.

DanslesTh�eor�emes4.3et 4.2 le casdu groupeunitaire estsp�ecialpuisque
seule la Question 1.2 est r�esoluepour les repr�esentations cohomologiques
consid�er�ees: il existe alors desr�eseauxarithm �etiquesprovenant d'alg�ebres
�a division. Et la r�eponse�a la Question 1.1 est n�egative en g�en�eral comme
l'a montr �e Clozel dans [39] :

9Apr �esque [20] ait circul �e, Peter Sarnak m'a signal�e que dans la suite (en gestation) de
[27], Burger, Li et Sarnak font la même remarque et en tire des cons�equencesidentiques.
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Th �eor �eme 4.4. Soient p;q; s trois entiers v�eri�ant q � p � 2 et s < p. Il
existe un sous-groupe discret cocompact � de G = U(p+ q; p+ q) tel que la
repr�esentation cohomologiqueA((sp+ q)) de G n'intervienne jamais comme
sous-repr�esentation de L 2(� 0nG) pour � 0 � � d'indice �ni.

La d�emonstration de cedernier th�eor�emereposesur lesmêmesid�eesque
celle du Corollaire 2.5. Le rang sup�erieur intervient n�eanmoinsde mani�ere
essentielle : la propri�et�e dessous-groupesde congruencedoit être v�eri� �ee.
Un outil de la d�emonstration est l'injectivit �e de l'application de restriction
virtuelle en restriction �a certainescomposantes fortement primitiv esde la
cohomologie.Nous passonsmaintenant �a l' �etude de cespropri�et�espour les
vari�et�esde Shimura, i.e. lorsque l'espacesym�etrique est hermitien.

4.2 Restriction de la cohomologie d'une vari �et �e de Shi-
mura �a une sous-vari �et �e de Shim ura plus petite

La d�emonstration du Th�eor�eme2.33 consiste�a penser�a la r�eunion

[ g2 G(Q) SH (g)

comme�a un cycle di�us dans la vari�et�e kaehl�eriennecompacteS(�) duale
�a une forme de Kaehler puis �a appliquer le Th�eor�emede Lefschetz fort.

Plus g�en�eralement si X H � X G est un plongement holomorphe entre
deux espacessym�etriques hermitiens, Venkataramana montre dans [113]
que l'application de restriction virtuelle ResG

H est injectiv e en restriction
au sous-espace(fortement primitif ) H R (Aq : Sh0G) de la cohomologie
de Sh0G d�es que la multiplication par l'image de [ bX H ] 2 H � ( bX G ) dans
H � (Sh0G) est injective en restriction �a ce même sous-espaceH R (Aq :
Sh0G).

Comprendre l'injectivit �e ou non de l'application de restriction virtuelle
passedonc par la compr�ehension de l'action de la cohomologie triviale
H � (1G : Sh0G) sur la cohomologieH � (Sh0G). C'est de l'alg�ebre lin�eaire
d�elicate qui g�en�eralise la d�emonstration du Th�eor�emede Lefschetz fort.

Nous traitons dans [14] le cas des domaineshermitiens classiques.Dis-
tinguons di� �erents cas.

Vari �et �es de Shim ura unitaires. Dans ce cas G = U(p;q) et le dual
compact bX G est la grassmanniennedes p-plans complexesdans Cp+ q. Il
est bien connu que l'on peut param�etrer une base f C� g de H � ( bX G ) �=
H � (1G : Sh0G) par les diagrammes de Young � � p � q : prendre les
classesdessous-vari�et�esde Schubert de la grassmannienne.

Dans [122] Zelevinski d�e�nit une image entre une partition � � p � q et
un diagrammegauche �=� comme�etant une bijection f entre les casesdes
diagrammes� et �=� telle quesi une caseA est au-dessus(au senslarge) et
�a gauche (au senslarge) d'une caseB dans l'un desdiagrammes,les cases
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correspondantes (par f ou f � 1) A0 et B 0 de l'autre diagramme sont dans
l'ordre du num�erotageinverse,i.e. le num�erotageobtenu en parcourant les
lignesde droite �a gauche de haut en bas.Zelevinski montre notamment que
le nombre d'images entre � et �=� est �egal �a c�

�� (nombre de Littlew ood-
Richardson, cf. [51]).

Nousdirons d'une partition � � p� q qu'elle s'inscrit dansun diagramme
gauche �=� si elle est une image d'un sous-diagrammegauche de �=� .

La proposition suivante [14, Proposition 11] est exactement le r�esultat
d'alg�ebre lin�eaire recherch�e.

Prop osition 4.2. Soient � , � et � trois partitions inclusesdansp� q telles
que (�; � ) forme un couple compatible. Alors, pour toute classefortement
primitive non nulle s 2 H �;� (Sh0G), C� � s 6= 0 si et seulement si la
partition � s'inscrit dans le diagramme gauche�=� .

�A l'aide du crit �erede Venkataramana il n'est alors pas tr �esdi�cile d'ob-
tenir des crit �eresd'injectivit �e de l'application de restriction virtuelle aux
di� �erentes sous-vari�et�es de Shimura de Sh0G. On peut (cf. [14]) r�eduire
le probl�emeaux trois typessuivants de sous-vari�et�esde Shimura Sh0H �
Sh0G :

1. H = U(p1; q1) � : : : � U(pm ; qm ) avec pj ; qj � 1, p1 + : : : + pm � p et
q1 + : : : + qm � q;

2. H = GSpp et p = q;

3. H = O� (2p) et p = q.

C'est l'ob jet desdeux th�eor�emesqui suivent ainsi qued'une remarque�nale
concernant le casH = O� (2p).

Th �eor �eme 4.5. Soit Sh0H une sous-vari�et�e de Shimura de Sh0G avec
H = U(p1; q1) � : : : � U(pm ; qm ), pj ; qj � 1, p1 + : : : + pm � p et q1 +
: : : + qm � q. Soient � et � deuxpartitions inclusesdans p � q telles que le
couple (�; � ) soit compatible. Alors, l'application

ResGH : H � (Sh0G) !
Y

G(Q)

H � (Sh0H )

de restriction virtuel le est injectiv e en restriction �a H �;� (Sh0G) s'il
existeune partition � imagedu diagrammegauche(p1 � q1) � : : : � (pm � qm )
telle que �̂ s'inscrive dans le diagramme gauche�=� .

Rappelonsque le sous-espaceH �;� (Sh0G) apparâ�t dans la cohomologie
holomorphe si et seulement si � = p � q. La partition � est alors naturelle-
ment param�etr�eepar un couple d'entier (r; s) avec 0 � r � p et 0 � s � q
tels que

� = (q; : : : ; q
| {z }

r fois

; s; : : : ; s
| {z }
p� r fois

)
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de diagramme de Young :
�

r cases

| {z }
s cases

(Ici p = 4 et q = 5.)
Dans ce cas(et pour souligner le fait qu'il apparâ�t dans la cohomologie

holomorphe) nous noterons H ( r ;s) ;0(Sh0G) le sous-espaceH �;� (Sh0G) de
la cohomologieholomorphe de degr�e j� j = r q + s(p � r ) (remarquons que
j�̂ j = 0).

Corollaire 4.6 (Clozel-Venkataramana). Soit Sh0H une sous-vari�et�e de
Shimura de Sh0G avec H = U(p1; q1) � : : : � U(pm ; qm ), pj ; qj � 1, p1 +
: : : + pm � p et q1 + : : : + qm � q. Soit (r; s) un couple d'entiers naturels
avec r � p et s � q. Alors, l'application

ResGH : H � (Sh0G) !
Y

G(Q)

H � (Sh0H )

de restriction virtuel le est injectiv e en restriction �a H ( r ;s) ;0(Sh0G) si et
seulemen t si soit p1 + : : : + pm = p, r = 0 et s � qi pour chaquei , soit
q1 + : : : + qm = q, s = 0 et r � pi pour chaquei .

On obtient de la mêmemani�ere le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 4.6. Soit Sh0H une sous-vari�et�e de Shimura de Sh0G avec
H = GSpp et p = q. Soient � et � deuxpartitions inclusesdans p� p telles
que le couple (�; � ) soit compatible. Alors, l'application

ResGH : H � (Sh0G) !
Y

G(G)

H � (Sh0H )

de restriction virtuel le est injectiv e en restriction �a H �;� (Sh0G) si la
partition � = (p � 1; p � 2; : : : ; 1) de diagramme de Young

p � 1 cases

8
>>>><

>>>>:

s'inscrit dans le diagramme gauche�=� .

Et commeau-dessus,on en d�eduit le corollaire suivant.
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Corollaire 4.7 (Clozel-Venkataramana). Soit Sh0H une sous-vari�et�e de
Shimura de Sh0G avec H = GSpp et p = q. Soit (r; s) un couple d'entiers
naturels avec r � p et s � q. Alors, l'application

ResGH : H � (Sh0G) !
Y

G(G)

H � (Sh0H )

de restriction virtuel le est injectiv e en restriction �a H ( r ;s) ;0(Sh0G) si et
seulemen t si r; s � 1.

Dans le cas o�u H = O� (2p), le crit �ere d'injectivit �e de l'application de
restriction virtuelle que l'on obtiendrait en suivant la mêmem�ethode serait
vide, ou presque puisqu'il permet quand même de retrouver le r�esultat
suivant de Clozel et Venkataramana :

Soit Sh0H une sous-vari�et�e de Shimura de Sh0G avec H = O� (2p) et
p = q. Alors, l'application

ResGH : H � (Sh0G) !
Y

G(Q)

H � (Sh0H )

de restriction virtuel le est identiquement nulle en restriction �a la cohomo-
logie holomorphe de degr�e strictement positif.

On a une r�eciproque partielle au Th�eor�eme4.5, un crit �ere d'annulation
de l'application de restriction.

Th �eor �eme 4.7. Soient Sh0H une sous-vari�et�e de Shimura de Sh0G avec
H = H1 � : : : � Hm , H i = U(pi ; qi ), pi ; qi � 1, p1 + : : : + pm � p et
q1 + : : : + qm � q. Soient � et � deux partitions incluses dans p � q telles
quele couple(�; � ) soit compatible. Fixons pour chaqueentier i = 1; : : : ; m,
un couple compatible de partitions (� i ; � i ) dans pi � qi . Supposons

c�
� 1 :::� m

c�̂
�̂ 1 ::: �̂ m

= 0:

(Autrement dit, supposons soit que � n'est pas une image du diagramme
gauche� 1 � : : : � � m soit que �̂ n'est pas une image du diagramme gauche
�̂ 1 � : : : � �̂ m .)

Alors, la projection de l'image de l'application de restriction

resG
H : H �;� (Sh0G) ! H j � j+ j �̂ j (Sh0H )

dans la composante de K•unneth

H � 1 ;� 1 (Sh0H1) 
 : : : 
 H � m ;� m (Sh0Hm )

est nulle .
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Concluonspar une remarque et une application.
�A la toute �n de sonc�el�ebrearticle [4], Arth ur posela questionde la pos-

sibilit �e de d�ecouper les espacesH i
prim (Sh0G), (0 � i � dG

2 ), en morceaux
identi� �es �a des sous-espacesde la cohomologieprimitiv e en degr�e m�edian
H dH =2

prim (Sh0H ), attach�es�a desvari�et�esde Shimura Sh0H de dimension dH

plus petite que dG .
Cette belle question motive une grande part de cesquestions.On peut

penser �a cette question comme �a un analoguedu Th�eor�eme de Lefschetz
pour lesvari�et�esprojectives.Dans sonarticle Arth ur proposedescandidats
pour les vari�et�esde Shimura Sh0H de dimension plus petite. Les groupes
H devraient être desgroupesendoscopiques.Il est naturel de sedemander
si, commedansle casdu Th�eor�emede Lefschetz, on ne pourrait pas�epuiser
une large part de la cohomologieen se restreignant �a des sous-vari�et�es de
Shimura. C'est l'ob jet des Th�eor�emesci-dessusqui impliquent que c'est
en tout cas le cas pour les vari�et�es Sh0G, o�u G = U(p;q) provient d'un
groupe unitaire sur un corps de nombre, et pour les petits degr�es< 3p � 2
si p = q et < p + q � 1 si p < q. Remarquonsn�eanmoinsavec Venkatara-
manaquel'on nepeut esp�erer r�epondrepositivement �a la questiond'Arth ur
simplement �a coup de restriction �a dessous-vari�et�esde Shimura. On peut
plus g�en�eralement montrer le r�esultat suivant qui implique que les degr�es
ci-dessussont optimaux.

Prop osition 4.3. Soit G = U(p;q) obtenu �a partir d'un groupe unitair e
sur un corps de nombre. Il existe alors une classe de cohomologie (ho-
lomorphe) non triviale et de degr�e 3p � 2 si p = q et p + q � 1 si
p < q, dont la restriction virtuel le �a n'importe quelle sous-vari�et�e de Shi-
mura Sh0H � Sh0G soit nulle .

�A partir d'une id�ee de Venkataramana, les Th�eor�emes4.5 et 4.7 per-
mettent de d�emontrer un cas particulier amusant de la Conjecture de
Hodge, cf. [14].

Th �eor �eme 4.8. Soit G = U(p;q) obtenu �a partir d'un groupe unitair e sur
un corps de nombre, avec 3 � 2p+ 1 � q. Alors, toute classede Hodgedans
H 2pq� 2p(Sh0G) est alg�ebrique.

Remarquonsen�n que si la notion de classede cohomologiefortement
primitiv e est d�e�nie de mani�ere transcendante, nous montrons dans [21],
avec Venkataramana et en utilisant la Proposition 4.2, que dans le casdes
domaineshermitiens classiquesla partie fortement primitive de la cohomo-
logie est en fait d�e�nie sur Q.

Autres vari �et �es de Shim ura. Dans le casorthogonal G = O(2; n) Ven-
kataramana montre dans[113] (toujours �a l'aide du Th�eor�emede Lefschetz
fort) le th�eor�emesuivant.
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Th �eor �eme 4.9. Soit Sh0H une sous-vari�et�e de Shimura de Sh0G avec
G = O(2; n) et H = O(2; k). Alors,

ResG
H : H i (Sh0G) !

Y

g2 G(Q)

H i (Sh0H )

est injective pour tout i � k.

Dans les casG = GSpp et G = O� (2p) la combinatoire de l'action de la
cohomologietriviale sur toute la cohomologiede Sh0G est �elucid�ee dans
[14] toujours en termes de partitions.

L'analogue du Th�eor�eme 4.5 n'est non vide que dans le cas de la coho-
mologieholomorpheet pour G = GSpp. Nos m�ethodesne permettent donc
pas de d�emontrer de nouveaux r�esultats, nous retrouvons n�eanmoins un
r�esultat de Clozel et Venkataramana [36].

Le sous-espaceH �;� (Sh0G) apparâ�t dans la cohomologieholomorphesi
et seulement si � = p� p. La partition � est alors naturellement param�etr�ee
par un entier r compris entre 0 et p tel que

� = (p; : : : ; p
| {z }

r fois

; r ; : : : ; r
| {z }
p� r fois

)

de diagramme de Young :
�

r cases

| {z }
r cases

(Ici p = 4.)

Dans ce cas H �;� (Sh0G) = H r p� r ( r � 1)
2 ;0(Sh0G) et les espacesde coho-

mologie holomorphe sont triviaux dans tous les autres degr�es.

Th �eor �eme 4.10. Soit Sh0H une sous-vari�et�e de Shimura de Sh0G avec
H = GSpp1 � : : : � GSppm , pj � 1 et p1 + : : : + pm � p. Soit r un entiers
naturel � p. Alors, l'application

ResGH : H � (Sh0G) !
Y

G(Q)

H � (Sh0H )

de restriction virtuel le est injectiv e en restriction �a H r p� r ( r � 1)
2 ;0(Sh0G)

si et seulemen t si p1 + : : : + pm = p et r = 1.

Dans le casG = O� (2p) nousrenfor�consdesr�esultatsant�erieursdeClozel
et Venkataramana.
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Th �eor �eme 4.11. Soit Sh0H une sous-vari�et�e de Shimura de Sh0G. Alors,
l'application

ResGH : H � (Sh0G) !
Y

G(Q)

H � (Sh0H )

de restriction virtuel le est identiquement nulle en restriction �a la cohomo-
logie holomorphe H � ;0(Sh0G).

Pro duits dans la cohomologie. Concernant le cup-produit dans la co-
homologiedesvari�et�esde Shimura, la question analogueau Th�eor�eme2.36
se poseen g�en�eral. Il existe l�a encoreun crit �ere de Venkataramana impli-
quant la mêmeconclusionque le Th�eor�eme2.36 lorsque l'on serestreint �a
desclassesfortement primitiv es.Il s'agit ici de consid�erer le produit avec la
classe[ b� ] 2 H � ( bX � bX ) = H � ( bX ) 
 H � ( bX ) de la diagonaledans le produit
bX � bX .

Toujours �a l'aide du Th�eor�emede Lefschetz fort, Venkataramana d�emon-
tre ainsi le Th�eor�eme2.36 et le th�eor�emesuivant (dont certains casparti-
culiers sont dus �a Kudla).

Th �eor �eme 4.12. Supposons �x �ee une donn�ee Sh0G avec G = O(2; n).
Soient � et � deuxclassesde cohomologie non triviales de degr�es respectifs
k et l dans H � (Sh0G) avec k + l � [n=2]. Il existe alors un �el�ements
g 2 G(Q) tel que

g(� ) ^ � 6= 0:

Dans le cas G = U(p;q), de la même mani�ere, la Proposition 4.2 nous
permet dans [15] de d�emontrer le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 4.13. Soient (�; � ) et (� ; � ) deux couplescompatibles de par-
titions. Supposonsqu'il existe une partition � � p � q telle que

1. � s'inscrive dans �=� , et

2. �̂ s'inscrive dans � =� .

Alors, pour toutes classesnon triviales ! 2H �;� (Sh0G) et � 2H �;� (Sh0G),
il existe un �el�ement g 2 G(Q) tel que

g(! ) ^ � 6= 0:

Le Th�eor�eme4.13implique imm�ediatement quesi ! et � sont deux classes
quelconquesde degr�esrespectifs k et l aveck+ l � p+ q� 1, la conclusiondu
Th�eor�emeest v�eri� �ee.De plus, lorsque les classes! et � sont holomorphes
(� = � = p� q), la condition n�ecessaireesten fait su�san te dansle sensque
si 1. ou 2. n'est pas v�eri� �eele cup-produit de ! et de � est (virtuellement)
nul. On retrouve ainsi un r�esultat de Parthasarathy [93] et Clozel [34]. En
particulier, le produit d'une classe! 2 H (1 p ) ;p� q(Sh0G) par une classe
� 2 H (q) ;p� q(Sh0G) est toujours (virtuellement) nul. De telles classesnon
triviales apparraissent bel et bien dans la cohomologiede certainesvari�et�es
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de Shimura Sh0G commeau-dessus,d'apr�esle Th�eor�eme4.2 (cf. aussi[3]).
La condition k + l � p + q � 1 est donc bien n�ecessaire.

Dans le casdesgroupesGSpp et O� (2p) la combinatoire est plus restric-
tiv e,cesm�ethodesn'impliquent rien deplus quelesr�esultatsdeParthasara-
thy [93] et Clozel [40] selon lesquelsle cup-produit de deux classesde co-
homologieholomorphesest toujours nul.

4.3 Restriction au niv eau local et cohomologie L 2

Restriction

Comme en rang 1, on peut s'interesserau probl�eme local de la restriction
d'une repr�esentation cohomologiquede G �a un sous-groupe H . L'approche
g�en�eraled�ecrite au x2.4 fonctionne toujours. En consid�erant tour �a tour les
groupesen balancesuivants :

U(p;q) U(i; j ) � U(i; j )
j � j

U(r ) � U(p;q � r ) U(i; j )

et

O(p;q) Sp(2i; R) � Sp(2i; R)
j � j

O(r ) � O(p;q � r ) Sp(2i; R)

nous montrons dans [18] les deux th�eor�emessuivants.

Th �eor �eme 4.14. Soient H = U(p;q � r ) � U(p;q) = G o�u l'inclusion est
l'inclusion standard, 1 � p;q et 1 � r < q. Alors, pour tout coupled'entiers
naturels (i; j ) tel que i + j � q � r ,

1. la repr�esentation cohomologique A(( i p); ((q � r � j )p))H de H ap-
parâ�t avec multiplicit �e 1 dans la restriction �a H de la repr�esentation
cohomologiqueA(( i p); ((q � j )p)) de G, et

2. l'application naturelle en cohomologie

H pi;pj (g; K ; A(( i p); ((q � j )p)))
! H pi;pj (h; K H ; A(( i p); ((q � r � j )p))H )

(4.7)

est un isomorphismed'espaces de dimension 1.

Th �eor �eme 4.15. Soient H = SO0(p;q� r ) � SO0(p;q) = G o�u l'inclusion
est l'inclusion standard, 1 � p;q et 1 � r < q. Alors, pour tout entier
naturel i � (q � r )=2,

1. la repr�esentation cohomologique A(( i p)) �
H de H apparâ�t avec multi-

plicit �e 1 dans la restriction �a H de la repr�esentation cohomologique
A(( i p)) de G, et
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2. l'application naturelle en cohomologie

H pi (g; K ; A(( i p))) ! H pi (h; K H ; A(( i p)) �
H ) (4.8)

est un isomorphismed'espaces de dimension 1.

Nous pourrions traiter de la mêmemani�ere les autres groupesclassiques
ou d'autres plongements. Concernant les deux cas ci-dessus,nous conjec-
turons plus g�en�eralement les �enonc�essuivants.

Conjecture 4.1. Soient H = U(p;q � r ) � U(p;q) = G o�u l'inclusion est
l'inclusion standard, 1 � p;q et 1 � r < q. Soient � et � deux partitions
incluses dans p � q formant un couple compatible.

1. La restriction �a H de la repr�esentation cohomologique A(�; � ) de G
contient (discr�etement) une repr�esentation cohomologique de degr�e
fortement primitif j� j + j�̂ j si et seulementsi la partition (r p) s'inscrit
dans le diagrammegauche�=� . El le contient dansce cas la repr�esen-
tation cohomologiqueA(�; � � (r p)) deH avec multiplicit �e exactement
�egale�a 1.

2. Supposonsque la partition (r p) s'inscrive dans le diagramme gauche
�=� . Alors, l'application naturelle en cohomologie

H j � j ;j �̂ j (g; K ; A(�; � )) ! H j � j ;j �̂ j (h; K H ; A(�; � � (r p))H )

est un isomorphismed'espaces de dimension 1.

Conjecture 4.2. Soient H = SO0(p;q� r ) � SO0(p;q) = G o�u l'inclusion
est l'inclusion standard, 1 � p;q et 1 � r < q. Soit � une partition ortho-
gonaledans p � q.

1. La restriction �a H de la repr�esentation cohomologique A(� ) � 2
� 1

de G
contient (discr�etement) une repr�esentation cohomologique de degr�e
fortement primitif j� j si et seulement si la partition (r p) s'inscrit
dans le diagramme gauche �̂ =� . El le contient dans ce cas la repr�e-
sentation cohomologique A(� ) � 2

� 1
de H avec multiplicit �e exactement

�egale�a 1.
2. Supposonsque la partition (r p) s'inscrive dans le diagramme gauche

�̂ =� . Alors, l'application naturelle en cohomologie

H j � j (g; K ; A(� ) � 2
� 1

) ! H j � j (h; K H ; A(� ) � 2
� 1

)

est un isomorphismed'espaces de dimension 1.

Remarquonsen�n qu'en consid�erant lespairessuivantes en balancedans
Sp2i (p+ q) :

U(p;q) U(i )
j � j

O(p;q) Sp(2i; R);

nous obtenonsle th�eor�emesuivant.
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Th �eor �eme 4.16. Soient H = O(p;q) � U(p;q) = G o�u l'inclusion est
l'inclusion standard, 1 � p;q. Alors, pour tout entier naturel i � q=2,

1. la repr�esentation cohomologique A(( i p))H de H apparâ�t avec multi-
plicit �e 1 dans la restriction �a H de la repr�esentation cohomologique
A(( i p)) de G, et

2. l'application naturelle en cohomologie

H pi; 0(g; K ; A(( i p))) ! H pi (h; K H ; A(( i p))H ) (4.9)

est un isomorphismed'espaces de dimension 1.

Nous conjecturons plus g�en�eralement l' �enonc�e suivant.

Conjecture 4.3. Soient H = O(p;q) � U(p;q) = G o�u l'inclusion est
l'inclusion standard, 1 � p;q. Soient � et � deux partitions incluses dans
p � q formant un couple compatible.

1. Si la restriction �a H de la repr�esentation cohomologique A(�; � ) de
G contient (discr�etement) une repr�esentationcohomologiquede degr�e
fortement primitif j� j + j�̂ j alors � = 0 ou � = p � q.

2. Supposons par exemple � = p � q. Alors la restriction �a H de la
repr�esentation cohomologiqueA(� ) de G contient (discr�etement) une
repr�esentationdedegr�e fortement primitif j� j si et seulementsi la dia-
gramme est � est orthogonal. El le contient dans ce cas la repr�esenta-
tion cohomologiqueA(� )H de H avec multiplicit �e exactement�egale�a
1.

3. Supposonsque la partition � est orthogonale.Alors, l'application na-
turelle en cohomologie

H j � j ;0(g; K ; A(� )) ! H j � j (h; K H ; A(� )H ) (4.10)

est un isomorphismed'espaces de dimension 1.

Pro duits tensoriels de repr �esentations cohomologiques

La m�ethode g�en�erale du x2.4 s'applique �egalement aux plongements dia-
gonaux respectifs

U(p;q) � U(p;q) � U(p;q)

et

SO0(p;q) � SO0(p;q) � SO0(p;q):

La consid�eration despaires r�eductivesdualesen balance:

U(p;q) � U(p;q) U(i + k; j + l)
j � j

U(p;q) U(i; j ) � U(k; l )
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et

O(p;q) � O(p;q) Sp(2(k + l); R)
j � j

O(p;q) Sp(2k; R) � Sp(2l ; R)

permet alors de d�emontrer les deux th�eor�emessuivants.

Th �eor �eme 4.17. Soit G = U(p;q), 1 � p;q. Alors, pour tout quadruplet
(i; j ; k; l ) d'entiers � 0 de sommei + j + k + l � q,

1. la repr�esentation cohomologiqueA((( i + k)p); ((q� j � l )p)) de G ap-
parâ�t avec multiplicit �e 1 dans le produit tensoriel desrepr�esentations
cohomologiquesA(( i p); ((q � j )p)) et A((kp); ((q � l )p)) de G, et

2. l'application \cup-pr oduit"

H pi;pj (g; K ; A(( i p); ((q � j )p)))

 H pk ;pl (g; K ; A((kp); ((q � l )p)))
! H p( i + k ) ;p( j + l ) (g; K ; A((( i + k)p); ((q � j � l )p)))

(4.11)

est un isomorphismed'espaces de dimension 1.

Th �eor �eme 4.18. Soit G = SO0(p;q), 1 � p;q. Alors, pour tout couple
d'entiers � 0 de sommek + l � q=2,

1. la repr�esentation cohomologiqueA((( k + l)p)) � de G apparâ�t avec
multiplicit �e 1 dansle produit tensoriel desrepr�esentationscohomologi-
quesA((kp)) � et A(( lp)) � de G, et

2. l'application \cup-pr oduit"

H pk (g; K ; A((kp)) � ) 
 H pl (g; K ; A(( lp)) � )
! H p(k+ l ) (g; K ; A((( k + l)p)) � )

(4.12)

est un isomorphismed'espaces de dimension 1.

Cohomologie L 2

Le deuxi�emeaspect local quenousavonsconsid�er�e dansle casdu rang 1 est
le calcul de la cohomologieL 2 desvari�et�eslimites \e�euill �ees".Consid�erons
maintenant cette questiondansle casdesgroupesunitaires et orthogonaux.

Group es unitaires. DansceparagrapheG = U(p;q+ r ). Et l'on suppose
�x �ee une donn�ee Sh0H � Sh0G avec H = U(p;q) plong�e de mani�ere
standard dans G. Fixons � un sous-groupe de congruencesanstorsion de
H et notons en�n M = � nX G et F = � nX H .

Soient (�; � ) un couplecompatible de partitions � p� (q+ r ). Conform�e-
ment aux notations des sections pr�ec�edentes nous notons H �

2 (M ) �;� =
H �

2 (A(�; � ) : M ) la A(�; � )-composante de la cohomologieL 2 de M , en�n
nous notons H �;�

2 (M ) la partie fortement primitive H j � j+ j �̂ j
2 (M ) �;� .

Dans [18], nous commen�cons par remarquer que le Th�eor�eme 2.23 im-
plique le corollaire suivant.
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Corollaire 4.8. La classe[F ] 2 H dG � dH
2 (M )( r p ) ;(qp ) est non nulle si et

seulementsi dH � dG =2 (i.e. si et seulementsi q � r ).

Nous conjecturons plus g�en�eralement le r�esultat suivant.

Conjecture 4.4. (Sous les hypoth�esesdu Corollaire 4.8.) Si � et � sont
deuxpartitions inclusesdansp� q formant un couplecompatible avec �=� =
(p1 � q1) � : : : � (pm � qm ), alors l'application

H �;� (F ) ! H j � j+ pr + j �̂ j
2; prim+ (M )

obtenueen composant l'application \cup-pr oduit avec [F ]" et la projection
sur la composante fortement primitive de la cohomologie L 2 de M est in-
jectiv e si et seulement si la partition (r p) s'inscrit dans le diagramme
gauche�=� (i.e. si p1 + : : : + pm = p et r � qi pour i = 1; : : : ; m). Son
image est alors contenue dans H � +( r p ) ;�

2 (M ).

Dans [16] nous montrons le th�eor�emereli�e suivant.

Th �eor �eme 4.19. Pour tout entier, k < q � pr, on a l' isomorphisme
naturel suivant :

H k (F ) �= H k+2 pr
2 (M ):

Group es orthogonaux. Dans ce paragrapheG = O(p;q + r ). On sup-
pose�x �eeune donn�eeSh0H � Sh0G avec H = O(p;q) plong�e de mani�ere
standard dans G et � un sous-groupe de congruencesans torsion de H .
Notons en�n M = � nX G et F = � nX H .

Soit � unepartition orthogonale� p� (q+ r ). NousnotonsH �
2 (M ) � 1 ;� 2

� =
H �

2 (A(� ) � 2
� 1

: M ) la A(� ) � 2
� 1

-composante de la cohomologieL 2 de M .
Nous notons plus g�en�eralement H �

2 (M ) � la somme directe de tous les
H �

2 (M ) � 1 ;� 2
� lorsquelessignes� 1 et � 2 varient. En�n nousnotons H �

2 (M )

la partie fortement primitive H j � j
2 (M ) � .

Dans [18] nous d�eduisonsdu Th�eor�eme2.23 le corollaire suivant.

Corollaire 4.9. La classede [F ] 2 H dG � dH
2 (M )( r p ) est non nulle si et

seulementsi dH � dG =2 (i.e. si et seulementsi q � r ).

De mani�ere analogue�a la Conjecture 4.4 nous conjecturons :

Conjecture 4.5. Si � est une partition orthogonale incluse dans p � q,
alors l'application

H � (F ) ! H j � j+ pr
2; prim + (M )

obtenueen composant l'application \cup-pr oduit avec [F ]" et la projection
sur la composante fortement primitive de la cohomologie L 2 de M est in-
jectiv e si et seulement si la partition (r p) s'inscrit dans le diagramme
gauche�̂=� . Son image est alors contenue dans H � +( r p )

2 (M ).
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Dans [18] nous d�emontrons le th�eor�emereli�e suivant.

Th �eor �eme 4.20. Pour tout entier, k < (q� pr� 1)=2, on a l' isomorphisme
naturel suivant :

H k (F ) ! H k+ pr
2 (M ):

4.4 Propri �et �es de Lefschetz automorphes

Comme en rang 1, les r�esultats locaux du paragraphepr�ec�edent ont leurs
pendants globaux que nous rassemblons sous le nom de \Propri �et�es de
Lefschetz automorphes" et que nous �etudions dans [18] dans le cas des
groupes unitaires et orthogonaux. Ceux-ci se d�eduisent des r�esultats lo-
caux ci-dessussuivant le même proc�ed�e (bien que techniquement un peu
plus compliqu�e) que dans le cas du rang 1 et en utilisant les propri�et�es
d'isolations spectrales propres au rang sup�erieur d�ecrites dans la partie
spectrale du m�emoire.Nous obtenonsen particulier les th�eor�emessuivants.

Th �eor �eme 4.21. Supposons�x �eesdesdonn�eesSh0H i � Sh0G (i = 1; 2)
avec H1 = U(p;q� 1), H2 = U(p� 1; q) et G = U(p;q) avec p;q � 2. Alors,

1. pour tout entier k < p + q � 1, l'application de restriction virtuel le

ResGH 1
� ResGH 2

: H k (Sh0G) !
Y

g2 G(Q)

H k (Sh0H1)�
Y

g2 G(Q)

H k (Sh0H2)

est injectiv e ;

2. pour tout entier k < q � p � 1 (resp. k < p � q � 1), l'application
\cup-pr oduit avec [Sh0H1] (resp. [Sh0H2])"

Ĝ

H 1

: H k (Sh0H1) ! H k+2 p(Sh0G)

(resp.
Ĝ

H 2

: H k (Sh0H2) ! H k+2 q(Sh0G))

est injectiv e.

Th �eor �eme 4.22. Supposons�x �eesdesdonn�eesSh0H i � Sh0G (i = 1; 2)
avec H1 = O(p;q� 1), H2 = O(p� 1; q) et G = O(p;q) avec p;q � 3. Alors,

1. pour tout entier k � p + q � 4, l'application de restriction virtuel le

ResGH 1
� ResGH 2

: H k (Sh0G) !
Y

g2 G(Q)

H k (Sh0H1)�
Y

g2 G(Q)

H k (Sh0H2)

est injectiv e ;
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2. pour tout entier k � (q � p � 3)=2 (resp.k � (p � q � 3)=2), l'appli-
cation \cup-pr oduit avec [Sh0H1] (resp. [Sh0H2])"

Ĝ

H 1

: H k (Sh0H1) ! H k+ p(Sh0G)

(resp.
Ĝ

H 2

: H k (Sh0H2) ! H k+ q(Sh0G))

est injectiv e.

Le casdesgroupesO(2; n) (n � 3) est l�eg�erement di� �erent nousobtenons
le r�esultat suivant.

Th �eor �eme 4.23. Supposons�x �eesdesdonn�eesSh0H � Sh0G avec H =
O(2; n � 1) et G = O(2; n) avec n � 3. Alors,

1. pour tout entier k � n � 1, l'application de restriction virtuel le

ResGH : H k (Sh0G) !
Y

g2 G(Q)

H k (Sh0H )

est injectiv e ;

2. pour tout entier k �
�

n
2

�
� 2, l'application \cup-pr oduit avec [Sh0H ]"

Ĝ

H

: H k (Sh0H ) ! H k+2 (Sh0G)

est injectiv e.

En prenant k = 0 dansle point 2. desTh�eor�emes4.22et 4.23on retrouve
le r�esultat suivant dû �a Millson et Raghunathan [89] 10.

Corollaire 4.10. Supposons �x �eesles donn�eesSh0H � Sh0G avec H =
O(p;q� 1) et G = O(p;q) avec 1 � p � q. Alors, la classefondamentalede
Sh0H est non triviale dans H p(Sh0G).

Les Th�eor�emes4.22 et 4.23 sont en particulier une vaste g�en�eralisation
de ce Corollaire. Le plus surprenant est peut-être que misesbout �a bout
les applications des points 1. et 2. impliquent une sorte de d�ecomposition
de Lefschetz dans un cadre r�eel. Les Th�eor�emes4.21et 4.22permettent en
tout casde comprendreg�eom�etriquement la fa�con dont certainesclassesde
cohomologieapparaissent dans l'esprit du Corollaire ci-dessus.Il n'est pas
facile en g�en�eral d'exhiber desclassesde cohomologienon triviales dans les
vari�et�esarithm �etiquesassoci�eesaux groupesorthogonaux. Lorsquecelles-ci

10 Pour q petit le Corollaire ne d�ecoule pas directement des Th �eor�emesil faut tra vailler
un petit peu plus.
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proviennent de groupes orthogonaux sur des corps de nombres, le Corol-
laire ci-dessuspermet de telles constructions. C'est d'ailleurs historique-
ment le premier r�esultat concernant ce probl�eme.Lorsqu'ellesproviennent
d'autres constructions Raghunathan et Venkataramana ont remarqu�e qu'il
pouvait être utile de les plonger dans des vari�et�es arithm �etiques associ�ees
aux groupesunitaires. Le th�eor�emesuivant �eclaire les relations entre leurs
groupesde cohomologie.

Th �eor �eme 4.24. Supposons�x �eesles donn�eesSh0H � Sh0G avec H =
O(p;q), G = U(p;q) et p;q � 3. Alors,

1. pour tout entier k � p + q � 3, l'application de restriction virtuel le

ResG
H : H k ;0(Sh0G) !

Y

g2 G(Q)

H k (Sh0H )

est injectiv e ;

2. la projection de la classe[Sh0H ] 2 H pq(Sh0G) dans la partie forte-
ment primitive de la cohomologie est non triviale si et seulementsi
pq est pair .

L�a encorele casp = 2 et q � 3 est l�eg�erement di� �erent, nous montrons
le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 4.25. Supposons�x �eesles donn�eesSh0H � Sh0G avec H =
O(2; n), G = U(2; n) et n � 3. Alors,

1. pour tout entier k �
�

n
2

�
, l'application de restriction virtuel le

ResG
H : H k ;0(Sh0G) !

Y

g2 G(Q)

H k (Sh0H )

est injectiv e ;

2. la classede Sh0H dans H 2n (Sh0G) est non triviale.

En prenant k = p danslesTh�eor�emes4.24et 4.25on obtient le corollaire
int�eressant suivant 11.

Corollaire 4.11. Supposons �x �eesles donn�eesSh0H � Sh0G avec H =
O(p;q), G = U(p;q) et 1 � p � q. Alors, l'application de restriction vir-
tuelle

ResG
H : H p;0(Sh0G) !

Y

g2 G(Q)

H p(Sh0H )

est injectiv e.

11 Pour q petit le Corollaire ne d�ecoule pas directement du Th �eor�eme il faut tra vailler
un petit peu plus.
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De ce Corollaire et du Th�eor�eme d'Anderson concernant la cohomolo-
gie holomorphe desvari�et�esarithm �etiquesassoci�eesaux groupesunitaires,
nous d�eduisonsle Corollaire suivant.

Corollaire 4.12. Soit G un groupe alg�ebriquesur Q obtenupar restriction
desscalaires �a partir d'un groupe de type D n , 6= 3;6D4 et n > 2, et tel que
G = O(p;q), avec 1 � p � q. Alors,

H p(Sh0G) 6= 0:

Par rapport aux Th�eor�emes4.2 (de Li) et 2.8 (de Li, Raghunathan et
Venkataramana et Li-Millson) ce r�esultat n'est nouveau que pour n = 3
et p > 1. La d�emonstration que l'on en donne ici permet de traiter tous
cescas de mani�ere uniforme, notons que ce Corollaire reste vrai si G est
isotrope avec la mêmed�emonstration.

Soit r G l'entier d�e�nit au x1.3. Alors

H i (Sh0G) = 0; pour tout 0 < i < r G :

On a ainsi

rG =

8
>><

>>:

p; G = GSp

min(p;q); G = O(p;q); U(p;q)
p � 1; G = O� (2p)
2min(p;q); G = Sp(p;q):

Rappelons que dans le cas hermitiens l'existence d'une vari�et�e de Shi-
mura Sh0G avec H r G (Sh0G) 6= 0 est d�emontr �ee par Anderson [3]. En se
restreignant de U(p;q) �a O(p;q) ou de U(2p;2q) �a Sp(p;q), nos m�ethodes
nous permettent de compl�eter l�eg�erement un r�esultat de Li [76] et d'en
donner une d�emonstration uni� �ee.

Corollaire 4.13. Soit G un groupe Q-alg�ebriqueprovenant (par restriction
desscalaires) d'une alg�ebre �a involution (de type I, II ou III) sur un corps
de nombre et tel que G = O(p;q) ou Sp(p;q). Alors,

H r G (Sh0G) 6= 0:

L'analogue de ce r�esultat est faux pour le groupe U(p;q) d'apr�es le
Th�eor�eme4.4.

Nousd�emontrons en�n dans[18] (et par desm�ethodesdi� �erentes) l'analo-
gue suivant du Th�eor�eme4.13 pour les groupesorthogonaux.

Th �eor �eme 4.26. Supposons �x �ee une donn�ee Sh0G avec G = O(p;q),
avec p;q � 3. Soient � et � deuxclassesde cohomologie de degr�esrespectifs
k et l dans H � (Sh0G) avec k + l � q + p � 3. Il existe alors un �el�ement
g 2 G(Q) tel que

g(� ) ^ � 6= 0:

Pr�ecisonsmaintenant un peu plus cesr�esultats.
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Group es unitaires. Le premier point du Th�eor�eme 4.21 d�ecoule du
Th�eor�eme4.5 un peu pr�ecis�e :

Th �eor �eme 4.27. Soit G un groupe alg�ebriquer�eductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel que G = U(p;q). Soit Sh0H � Sh0G avec H = U(p;q � r )
plong�e de mani�ere standard dans G. Soient � et � deux partitions incluses
dansp� q formant un couplecompatible avec �=� = (p1 � q1)� : : :� (pm � qm ).
Alors, l'application

H �;� (Sh0G) !
Y

g2 G(Q)

H j � j+ j �̂ j
prim+ (Sh0H )

obtenueen composant l'application ResG
H et la projection sur la composante

fortement primitive de la cohomologie de Sh0H est injectiv e si et seule-
ment si la partition (r p) s'inscrit dans le diagramme gauche�=� (i.e. si
p1 + : : :+ pm = p et r � qi pour i = 1; : : : ; m). Son imageest alors contenue
dans

Q
g2 G(Q) H �;� � ( r p ) (Sh0H ).

Le deuxi�eme point du Th�eor�eme 4.21 est quant �a lui d�emontr �e (avec
Clozel) dans [16]. Plus g�en�eralement nous conjecturons le r�esultat suivant.

Conjecture 4.6. Soit G un groupe alg�ebriquer�eductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel que G = U(p;q + r ). Soit Sh0H � Sh0G avec H = U(p;q)
plong�e de mani�ere standard dans G. Soient � et � deux partitions incluses
dansp� q formant un couplecompatible avec �=� = (p1 � q1)� : : :� (pm � qm ).
Alors, l'application

H �;� (Sh0H ) ! H j � j+ pr + j �̂ j
prim+ (Sh0G)

obtenueen composant l'application
V G

H et la projection sur la composante
fortement primitive de la cohomologie de Sh0G est injectiv e si et seule-
ment si la partition (r p) s'inscrit dans le diagramme gauche�=� (i.e. si
p1 + : : :+ pm = p et r � qi pour i = 1; : : : ; m). Son imageest alors contenue
dans H � +( r p ) ;� (Sh0G).

Group es orthogonaux. Dans le cas des groupes orthogonaux et de
l'application de restriction nous d�eduisonsde leurs analogueslocaux les
th�eor�emessuivants.

Th �eor �eme 4.28. Soit G un groupe alg�ebriquer�eductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel que G = O(p;q). Soit Sh0H � Sh0G avec H = O(p;q � r )
plong�e de mani�ere standard dans G avec p;q � 2. Soit i un entier �
(q � r � 2)=2 tel que p + q � r � 2i � 5. Alors, l'application

H ( i p ) (Sh0G) !
Y

g2 G(Q)

H �
prim+ (Sh0H )
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obtenueen composant l'application ResG
H et la projection sur la composante

fortement primitive de la cohomologie de Sh0H est injectiv e. Son image
est contenue dans

Q
g2 G(Q) H ( i p ) (Sh0H ).

Th �eor �eme 4.29. Soit G un groupe alg�ebriquer�eductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel queG = U(p;q). Soit Sh0H � Sh0G avec H = O(p;q) plong�e
de mani�ere standard dans G avec p;q � 2. Soit i un entier � (q � 2)=2 tel
que p + q � 2i � 5. Alors, l'application

H ( i p ) (Sh0G) !
Y

g2 G(Q)

H �
prim+ (Sh0H )

obtenueen composant l'application ResG
H et la projection sur la composante

fortement primitive de la cohomologie de Sh0H est injectiv e. Son image
est contenue dans

Q
g2 G(Q) H ( i p ) (Sh0H ).

Plus g�en�eralement et au vu de la Conjecture 4.2 nous conjecturons les
r�esultats suivants.

Conjecture 4.7. Soit G un groupe alg�ebriquer�eductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel que G = O(p;q). Soit Sh0H � Sh0G avec H = O(p;q � r )
plong�e de mani�ere standard dans G, 1 � p;q et 1 � r < q. Soit � une
partition orthogonaledans p � q. Alors, l'application

H � (Sh0G) � 2
� 1

!
Y

g2 G(Q)

H j � j
prim+ (Sh0H )

obtenue en composant l'application ResG
H et la projection sur la compo-

sante fortement primitive de la cohomologie de Sh0H est injectiv e si et
seulementsi la partition (r p) s'inscrit dans le diagramme gauche�̂ =� . Son

image est alors contenue dans
Q

g2 G(Q) H � (Sh0H ) � 0
2

� 0
1
.

Conjecture 4.8. Soit G un groupe alg�ebriquer�eductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel queG = U(p;q). Soit Sh0H � Sh0G avec H = O(p;q) plong�e
demani�ere standard dansG, 1 � p;q. Soient � et � deuxpartitions incluses
dans p � q formant un couple compatible. Si l'application

H �;� (Sh0G) � 2
� 1

!
Y

g2 G(Q)

H j � j
prim + (Sh0H ) (4.13)

obtenueen composant l'application ResG
H et la projection sur la composante

fortement primitive de la cohomologie de Sh0H est non nulle alors � = 0
ou � = p � q. Supposonspar exemple� = p � q. Alors, l'application (4.13)
est injectiv e si et seulementsi la partition � est orthogonale. Son image
est alors contenue dans

Q
g2 G(Q) H � (Sh0H ) � 0

2
� 0

1
.

Concernant le cup-produit nous obtenonsle r�esultat suivant.
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Th �eor �eme 4.30. Soit G un groupe alg�ebriquer�eductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel que G = O(p;q), avec p;q � 2. Soient � et � deux classes
de cohomologie appartenant respectivement �a H (k p ) (Sh0G) et H ( l p ) (Sh0G)
avec k + l � (q � 2)=2 et p + q � 2(k + l) � 5. Il existe alors un �el�ement
g 2 G(Q) tel que le projet�e de

g(� ) ^ � 6= 0

dans H (k+ l )p
(Sh0G) soit non nul.

Plus g�en�eralement et au vu du Th�eor�eme 4.18 nous conjecturons le
r�esultat suivant (qui g�en�eralise la Conjecture 2.5).

Conjecture 4.9. Soit G un groupe alg�ebriquer�eductif, connexeet anisotro-
pe sur Q tel que G = O(p;q), avec p;q � 1. Soient � et � deux classesde
cohomologie appartenant respectivement �a H (k p ) (Sh0G) et H ( l p ) (Sh0G)..
Alors, il existe un �el�ement g 2 G(Q) tel que le projet�e de

g(� ) ^ � 6= 0

dans la partie fortement primitive de la cohomologie de Sh0G soit non nul
si et seulementsi k + l � q=2. Le projet�e appartient alors �a H (k+ l )p

(Sh0G).

En�n concernant les th�eor�emesde rel�evement, nous montrons et conjec-
turons les r�esultats suivants.

Th �eor �eme 4.31. Supposons �x �ee une donn�ee Sh0H � Sh0G avec H =
O(p;q) plong�e de mani�ere standard dans G = O(p;q + r ), avec p;q � 2.
Alors, pour tout degr�e k � min(p+ q+ r � r p� 3; (q� pr)=2� 1), l'application
\cup-pr oduit avec [Sh0H ]"

Ĝ

H

: H k (Sh0H ) ! H k+ r p(Sh0G)

est injectiv e.

Conjecture 4.10. Supposons�x �ee une donn�ee Sh0H � Sh0G avec H =
O(p;q) plong�e de mani�ere standard dans G = O(p;q + r ). Si � est une
partition incluse dans p � q, alors l'application

H � (Sh0H ) ! H j � j+ r p
prim+ (Sh0G)

obtenueen composant l'application \cup-pr oduit avec [Sh0H ]" et la projec-
tion sur la composante fortement primitive de la cohomologie de Sh0G est
injectiv e si et seulementsi la partition (r p) s'inscrit dans le diagramme
�̂=� . Son image est alors contenue dans H � +( r p ) (Sh0G).
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4.5 G�en�eralisations

Cesr�esultats seg�en�eralisent de fa�con asseznaturelle dansdeux directions :
(1) lorsque les syst�emesde coe�cien ts (de la cohomologie) sont non tri-
viaux, et (2) lorsque les groupessont isotropes.

Co e�cien ts tordus. Le cas (1) est relativement imm�ediat. Soit E une
repr�esentation de dimension �nie de G. La repr�esentation E d�e�nit un
syst�eme local E sur tous les quotients � nX G consid�er�es dans cet article.
Supposonspour simpli�er E irr �eductible. Toujours d'apr�es la th�eorie de
Voganet Zuckerman, l'alg�ebregradu�eeH � (Sh0G; E) peut être d�ecompos�ee
selondesrepr�esentations Aq(E ) associ�eesaux sous-alg�ebresparaboliquesde
g (voir [116]). Les r�esultats dessectionspr�ec�edentes setraduisent alors mot
�a mot. Dans le casde l'application \cup-pro duit avec[Sh0H ]" il faut quand
même penser �a tordre la classefondamentale [Sh0H ]. Plus pr�ecisemment
et en se pla�cant �a un niveau �ni �, on consid�ere toujours la sous-vari�et�e
(� \ H )nX H ! � nX G , que l'on note CH

� . Il s'agit alors de construire une
section s du �br �e EjC H

�
. Ce que r�ealisent Tong et Wang dans [110], dont on

peut �egalement extraire la construction de la classeduale �a (CH
� ; s) dans

H dG � dH
2 (� nX G ; E). La reste se g�en�eralise imm�ediatement. Notons même

que concernant les symboles modulaires les d�emonstrations se simpli�en t
dansnombre de caso�u la forme duale construite par Tong et Wang est L 1.
On peut en e�et alors former directement unes�erie de Poincar�e convergente
(sans avoir recours �a un poids) et se passerde l'isolation spectrale. Ceci
explique lesconstructions par Tong et Wang de classesde cohomologienon
triviales (pour dessyst�emesde coe�cien ts non triviaux).

Group es isotrop es. Le cas(2) est plus d�elicat et tr �esint�eressant. Consi-
d�erons donc maintenant un groupe G isotrope sur Q. La cohomologiede
Sh0G n'est plus naturellement reli�ee �a la th�eorie des repr�esentations, il
n'y a plus de d�ecomposition de Hodge ou de Vogan-Zuckerman. Il est
dans ce contexte plus naturel de consid�erer la cohomologieL 2, H �

2 (Sh0G),
ou encore la cohomologiecuspidale H �

cusp (Sh0G). L'espace H �
cusp (Sh0G)

est un sous-espacede H � (Sh0G) comme de H �
2 (Sh0G), celui des classes

repr�esent�eespar des formes cuspidales(qui sont born�eeset donc L 2). Les
th�eories de Matsushima et de Vogan-Zuckerman s'appliquent �a l'espace
H �

2 (Sh0G). Le sous-espaceH �
cusp (Sh0G) h�erite alors de la d�ecomposition

de Vogan-Zuckerman.

Commen�conspar consid�erer l'application de restriction stable de G �a H .
Soit ! ' 2 H R

2 (� : �). On peut montrer (cf. [18]) que la forme harmonique
! ' est born�eesur � nX G . La restriction de la forme ! ' , via lesapplications
j g (g 2 G(Q)), aux sous-vari�et�es (H \ g� 1� g)nX H sont born�eeset donc
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dans L 2. L'application

ResG2; H : H �
2 (Sh0G) !

Y

g2 G(Q)

H �
2 (Sh0H )

est bien d�e�nie. Si de plus ! ' 2 H R
cusp (� : �), un r�esultat de Clozel et

Venkataramana [36, Lemma 2.9] a�rme que la forme j �
g ! ' est rapidement

d�ecroissante le long de (H \ g� 1� g)nX H , et d�e�nit en particulier une forme
cuspidale.L'application

ResGcusp; H : H �
cusp (Sh0G) !

Y

g2 G(Q)

H �
cusp (Sh0H )

est bien d�e�nie, elle est induite par la restriction de ResG
2; H au sous-espace

H �
cusp (Sh0G).
La question de l'injectivit �e des applications ResG

2; H et ResGcusp; H est
donc bien pos�ee. Les techniques de [14] ne se g�en�eralisent pas au cas iso-
trope (non-compact), le Th�eor�eme4.27avecResG

H remplac�e par ResG2; H ou
ResGcusp; H est ouvert. Il est par contre possiblede suivre la d�emonstration
du Th�eor�eme 4.28 dans le cas isotrope, cf. [18]. Remarquons �nalement
que dans le casunitaire, et en ce qui concernela cohomologieholomorphe
l'application ResG2; H est bien comprise, d'apr�es les travaux de Clozel et
Venkataramana [36].

Consid�erons maintenant l'application \cup-pro duit avec [Sh0H ]". La
seule �etape qui utilise de mani�ere cruciale le fait que G est anisotrope
est la d�emonstration des Th�eor�emes4.19 et 4.20. La g�en�eralisation de ce
r�esultat au cas isotrope semble n�ecessiterdes id�ees nouvelles ou �a tout
le moins une description plus �ne de la g�eom�etrie �a l'in�ni des vari�et�es
limites e�euill �ees.On peut n�eanmoinsappliquer notre m�ethode aux sym-
boles modulaires. Dans un preprint r�ecent [107], Speh et Venkataramana
d�emontrent que si Sh0H � Sh0G avec H = U(1; q), G = U(1; q + r ) et
r = 1 ou 2, alors la classe[Sh0H ] est non triviale dans H � (Sh0G) et en-
gendresousl'action desop�erateursde Hecke un espacede dimension in�ni.
Ils montrent en fait la non trivialit �e de la projection de la classe[Sh0H ]
dans la cohomologietriviale. De mani�ere compl�ementaire notre m�ethode
permet de d�emontrer (au moins lorsque r = 1) la non trivialit �e de la pro-
jection de [Sh0H ] dansla cohomologiefortement primitiv e. Nousmontrons
plus pr�ecis�ement le th�eor�emesuivant.

Th �eor �eme 4.32. Supposons�x �eesdesdonn�eesSh0H � Sh0G avec H =
O(1; q) (resp. = U(1; q)), G = O(1; q + 1) (resp. U(1; q + 1)) et q � 2
(resp. q � 1). Alors, la projection de la classe[Sh0H ] dans la composante
fortement primitive de H �

2 (Sh0G) est non triviale et le sous-espace en-
gendr�e par sestranslat�es de Hecke est de dimension in�ni. En particulier,
la classe[Sh0H ] est non triviale dans H � (Sh0G) et engendre sousl'action
desop�erateurs de Hecke un espace de dimension in�ni.
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Group es g�en�eraux. Il n'y a �evidemment aucuneraison autre que tech-
nique pour restreindre l' �etude despropri�et�esde Lefschetz automorphesau
casdesgroupesunitaires ou orthogonaux. Concluonsalors ce m�emoire par
deux conjectures(peut-être un peu optimistes et ambitieuses)qui d�ecrivent
les propri�et�es de Lefschetz automorphes auxquelles on s'attend pour des
groupesg�en�eraux.

La premi�ere conjecture concernel'application de restriction stable. Elle
est motiv �eepar lesTh�eor�emes4.27et 4.28, l'article [14] et (surtout) par un
r�esultat g�en�eral de Venkataramana [113, Theorem 6] dans le cashermitien.
Nousavonsbesoinde quelquespr�eliminaires pour �enoncercette conjecture.

Consid�eronsG un groupe alg�ebrique r�eductif et connexesur Q, presque
simple sur Q modulo soncentre. Nous supposonsde plus que que le groupe
G(R) de sespoints r�eelsest semi-simpleet non compact modulo un centre
compact. Soit H � G un sous-groupe r�eductif connexed�e�ni sur Q dont
le groupe H (R) intersecteun compact maximal K de G(R) selonun sous-
groupe compact maximal de H (R). Soient g = k � p la d�ecomposition de
Cartan du complexi� �e de l'alg�ebrede Lie de G(R) et kH � pH la d�ecomposi-
tion correspondante pour H . Notons s le suppl�ementaire orthogonal (pour
la forme de Killing) de h dans g. Soit maintenant T � K un tore maximal,
t0 = Lie(T) et t = t0 
 C. Fixons � + (k; t) un syst�eme positif de racines
dans �( k; t). Posonsalors

eH =
dim C(s\ p)^

(s \ p) (4.14)

et consid�eronsVH le plus petit sous-espaceK -stable de
V � p contenant eH

(cet espacen'est en g�en�eral par irr �eductible).
�Etant donn�e un �el�ement X 2 i t0 tel que � (X ) � 0 pour toute racine

� 2 � + (k; t), on pose

q = q(X ) = l � u; l = gX ; u = � � (X )> 0g� :

L'alg�ebreq est une sous-alg�ebreparabolique � -stable de g. Notons E(G; L)
le sous-espacede

V � p engendr�e par les translat�es par K du sous-espaceV � (p \ l) et toujours R = dim(u \ p).

Conjecture 4.11. L'application

H R
2 (Aq : Sh0G) !

Y

g2 G(Q)

H R
2; prim+ (Sh0H )

obtenueen composant l'application ResG
2; H et la projection sur la compo-

sante fortement primitive de la cohomologie L 2 de Sh0H est injectiv e si
et seulementsi l'intersection

VH \ E (G; L) 6= 0:
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Consid�eronsmaintenant une sous-alg�ebre parabolique � -stable de h, que
nousnotons toujours q. La sous-alg�ebre l de h d�e�nit bien �evidemment une
sous-alg�ebre de g. On peut donc toujours parler de E(G; L).

Conjecture 4.12. La projection de la classe[Sh0H ] dans la cohomologie
L 2 fortement primitive H �

2; prim + (Sh0G) est non nulle si et seulementsi

rangC(G=H) = rangC(K =(K \ H )) :

Dans ce cas, l'application

H R
2 (Aq : Sh0H ) ! H R + d

2; prim+ (Sh0G)

obtenueen composant l'application \cup-pr oduit avec [Sh0H ]" et la projec-
tion sur la composante fortement primitive de la cohomologie L 2 de Sh0G
est injectiv e si et seulementsi l'intersection

VH \ E (G; L) 6= 0:

Remarques. Il n'est même pas �evident que les Conjectures 4.11 et 4.12
impliquent les r�esultats et conjectures �enonc�es plus haut dans le cas des
groupes unitaires et orthogonaux. Cela semble n�eanmoinsraisonnable au
vu de [14]. En�n on peut �evidemment formuler une conjecture g�en�erale
analogueconcernant l'application de cup-produit.
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